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PREMIÈRE THÈSE 



APPLICATION DE LA MÉTHODE CINEMATIQUE 



L ETUDE DES 



PROPRIETES DES SURFACES REGLEES 

MOUVEMiîNT D'L:N COUPS SOLIDE ASSUJETTI A CINQ CONDITIONS 



INTRODUCTION 

Aprùs la sphùro, los surfaces réglées sont celles dont on conçoit le mieux la 
génération. Leur étude, en raison de leur apparente simplicité, devait donc attirer 
tout spécialement l'attention des géomètres : aussi les travaux sur cette classe si 
importante de surfaces sont-ils fort nombreux. ; citons parmi les plus importants 
ceux de Minding [Journal de Crelle, tome XVIII), de Bonnet [Journal de l'Ecole 
Polytechnique, 32° et 39° cahiers), de Bour (Journal de l'Ecole Polytechnique, 
tome 22) et de M. Beltrami (d»ma?i di matematica pura ed applicata, tome 7). 

Minding s'est, le premier, occupé de la déformation des surfaces réglées ; à ce 
titre, son travail mérite d'être cité en première ligne. La question a été reprise 
ensuite par tous les géomètres qui se sont occupés des surfaces réglées. M. Bonnet 
a donné des propriétés importantes concernant les lignes géodésiques, les trajec- 
toires orthogonales et la ligne de striction ; ces propriétés, que nous retrouverons 
en partie dans ce travail, ont été démontrées à nouveau et complétées par 
M. P. Serret, par l'emploi systématique de l'indicatrice sphéri que, dont ce géomètre 
est, comme on sait, l'inventeur. 

Bour, dans son célèbre mémoire sur la déformation des surfaces [loc. cit.), a 
remarqué le premier que la détermination d'une surface réglée, abstraction faite 
de sa position dans l'espace, résulte complètement de trois fonctions a, p, w, dont 
les deux premières sont invariables quand on déforme la surface ; quant à la troi- 
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a X. ANTOMAUI 

siéme, sa différentielle exprime pour chaque génératrice l'angle de contingence 
du cône directeur. 

L'une des deux premières représente cet élément si important introduit par 
ChasleB et wji'pelé paramètre de distribution ; l'autre est d'une nature un peuplas 
cachée, et la méthode de Bour, basée sur l'emploi d'un système de coordomiées 
orthogonales, semble peu propre à renseigner exactement sur la définition et sur 
le rôle de cette fonction. 

Le beau mémoire de M. Beltrami, « Sulla fiessione délie superficie rigatea , mérite 
une mention toute spéciale. C'est dans ce mémoire que se trouvent abordes pour la 
première fois des problèmes du plus haut intérêt, tels que : 

La déformation d'une surface réglée de manière que chaque génératrice de la trans- 
formée soit parallèle à la génératrice correspondante de la proposée ; 

La déformation d'une surface gauche de manière à transformer une ligne quelconque 
de la première en ligne asymptotigue de la deuxième, etc. 

Signalons encore les travaux de M, Enneper [Zeitsehrift fur Mathemalik und 
Physik) et de M. Catalan {Journal de l'École Polytechnique). Ajoutons eniin que 
ces divers travaux ont été repris tout récemment par M. Darboux dans ses " Leçons 
sur la théorie générale des surfaces », où se trouvent si magistralement condensées 
tant de connaissances géométriques. 

Le présent travail est basé sur l'emploi de la méthode cinématique; il comprend 
deux parties : ia première est consacrée à l'étude des surfaces réglées, et dans la 
deuxième j'applique les résultats obtenus îi l'étude du mouvement d'un corps 
solide assujetti à cinq conditions. 

Pour faire l'étude d'une surface réglée, je rapporte la surface à un triôdre tri- 
rectangle mobile que j'appelle le trièdre attaché à la surface et qui est défini do la 
manière suivante : 

L'axe des x est une génératrice G de la surface et l'origine est le point central 
sur cette génératrice ; 

L'axe des y est la normale à la génératrice menée par l'origine dans le plan 
asymptote à ia surface suivant G ; 

L'axe des z résulte des deux premiers. 

Je prends comme variable indépendante l'arc t de l'indicatrice sphérique de la 
surface et j'observe tout de suite que le mouvement du trièdre ne dépend que de 
trois fonctions que je désigne par les lettres 6, A, /c, et qui sont définies comme il 
suit : 

c est la courbure géodésique du cône directeur ; 
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APPLlCAÏlOiN Iti: LA METHODE CINEMATIQIJF. A L ETEDE DES SUHFACEH REGLEES 3 

h est la projection, sur la génératrice, do la vitesse du point central, quand on 
suppose que ( représente aussi le temps ; 

Eniin k est la projection de la même vitesse sur la normale au plan asymptote, 
ou encore le paramètre de distribution de la surface. 

La détermination de la surface réglée, abstraction faite de sa position dans l'es- 
pace, résulte de ces trois fonctions de L Je les appelle pour cette raison les trois 
invariants de la su7face : ce sont des invariants au môme titre que le rayon de 
courbure et le rayon de torsion sont les invariants d'une courbe gauche. La classi- 
fication des surfaces réglées résulte immédiatement des valeurs remarquables de 
ces invariants. Sans entrer dans de longs développements, je me borne h transcrire 
ici les principaux résultats. 

Si k = 0, la surface est développable et h est le rayon de courbure de l'arôte 
de rebroussement ; 

Si A = 0, la surface est un lieu de binormales à une courbe gauctic ; 

Si 8=0, la surface a un plan directeur ; 

Si I^^Q et ft = 0, la surface est formée par les tangentes à une courbe 
plane dont li est le rayon de courbure ; 

Si 6 =^ 0, h — Û, k^O, la surface est un conoïde droit; 

Si A et i sont constants, la surface est un hélicoïde ; 

Enfin si 6 est constant, le cône directeur de la surface est de révolution. 

Dans le mémoire déjà cité de Boiu', la détermination d'une surface réglée, abs- 
traction faite de sa position dans l'espace, résulte aussi de trois fonctions qui se 
rapprochent de celles que j'emploie, mais dont la définition est moins simple. L'une 
de ces fonctions est le paramètre dé distribution, mais les deux autres sont les inté- 
grales respectives de h et de fl. A ce titre elles sont moins simples, car pour une 
môme surface elles dépendent chacune d'une constante arbitraire, de sorte que si 
ces trois fonctions sont données, la surface n'est pas complètement déterminée d^ 
forme. Cet inconvénient disparaît dès que l'on donne 6, A et A; bien plus, l'élément 
linéaire de la surface ne dépend que des fonctions /* et k, de sorte que l'applicabi- 
lité des surfaces réglées ne dépend elle-même que de ces deux fonctions. C'est ainsi, 
par exemple, qu'une surface réglée donnée peut toujours être appliquée, génératrices 
par génératrices, sur une autre siirface réglée k plan directeur convenablement 
choisie. 

Quand on donne 9, A et le en fonction de t, le problème de la détermination de 
la surface se subdivise en deux : le premier a pour objet la détermination du cône 
directeur, et la solution est fournie par l'intégration d'une équation de Riccati. Cette 
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équation une fois intégrée, on en déduit les neuf cosinus du trièdrc attaché à la sur- 
face, et celle-ci est alors définie parles équations suivantes : 

Z^ f(hy-^ky,)dt + -;p. 

Si l'on fait du reste p ==: dans ces équations, elles délinissent la ligne de 
striction. 

J'ai repris par l'emploi systématique de ces trois fonctions 9, A et k, l'étude des 
principales propriétés des surfaces réglées et je crois avoir montré que la méthode 
s'y prête de la manière la plus simple. Je me borne h citer les démonstrations des 
théorèmes de Bonnet, Beltrami et Laguerre sur la déformation des surfaces réglées. 
Je me suis d'ailleurs surtout attaché h ne développer que les points qui m'ont paru 
nouveaux et que je vais indiquer rapidement en suivant le plan même du travail. 

Dans le § I de la première partie, je donne la définition des invariants, les inter- 
prétations géométriques de leurs valeurs particulières et je montre que le contact 
d'ordre n de deux surfaces réglées est exprimé : 

Par l'égalité des invariants 6 et de leurs n — 2 premières dérivées ; 

Par l'égalité des invariants h et de leurs n — 2 premières dérivées ; 

Par Végalité des invariants k et de leurs n — I premières dérivées. 

Dans le § Il j'étudie des relations nouvelles et remarquables entre une surface 
réglée et sa développable asymptote. Je montre que la distance de la génératrice 
d'une surface réglée à la génératrice correspondante de la développable asymptote 
est égale au quotient - ou encore à —, p et r désignant le rayon de courbure et le 
rayon de torsion de l'arÊle de rebroussemeut de la développable asymptote. Je 
déduis de là : 

1° Un mode de génération de toute surface réglée dépourvue de plan directeur et 
qui permet de ramener à des problèmes sur les courbes certains problèmes sur les 
surfaces réglées. A la vérité cela ne résout pas ces problèmes, mais cela permet de 
juger en quelque sorte de leur degré de difficulté ; 

2° La construction des surfaces réglées ayant un paramètre donné et particuliè- 
rement celles dont le paramètre est constant : cette construction équivaut à une 
véritable intégration. Dans le môme paragraphe j'établis la réciprocité entre une 
surface réglée et la surface conjuguée de M. P. Serret, réciprocité mise en évidence 
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par les relations 

ee, = 1, flftj = !c, U, = h, 

oii la signiflcation de 0,, A, et k, est évidente. 

Le § 111 est consacré à l'étude, au moyen des invariants, d'une transformation de 
l'espace rég;lé signalée d'une manière tout à fait accessoire par M. Ribaucour, et qui 
me permet de résoudre sans intégration le problème suivant également résolu par 
H. Ribaucour dans un cas particulier ; 

Déterminer toutes les eongruences dont l'enveloppée moyenne est un point. 

Dans une note insérée aux Comptes Rendus (numéro du 28 mars 1892), M. Gui- 
chard a donné une transformation des figures et a énoncé, sans démonstration, la 
proposition suivante : A une congruence de normales à une surface réglée, la transfor- 
mation fait correspondre une congruence dont la surface moyenne est un plan, dont 
l'une des focales est une surface développaèle et dont l'autre est un lieu de paraboles. 
Dans le § IV je donne la démonstration de cette proposition par le moyen des 
invariants. 

Dans le § Vje m'occupe de l'élément linéaire d'une surface réglée. Comme résultat 
nouveau je signale les relations entre les arêtes de rebroussement des développables 
asymptotes à deux surfaces réglées applicables avec parallélisme des génératrices. 
Je montre en particulier que si l'arête de rebroussement de la première est une 
courbe de M. Bertrand, on peut déterminer la seconde de façon à ce que son arête 
de rebroussement soit aussi une courbe de M. Bertrand. Je montre aussi que l'on 
peut déterminer une infinité de couples de surfaces réglées applicables avec paral- 
lélisme des génératrices et ayantmême développable asymptote. Le reste du para- 
graphe est consacré à des démonstrations nouvelles de propriétés connues. 

Dans le § VI j'étudie les trajectoires orthogonales des génératrices; j'en déter- 
mine le rayon de courbure normale et le rayon de courbure géodésique. Je montre 
que les seules surfaces réglées dont toutes les trajectoires orthogonales sont des 
cercles géodésiques sont formées par des binormales à une courbe à torsion 
constante. Je prouve d'ailleurs qu'il n'yapas en général de trajectoiresorthogonales 
qui soient des cercles géodésiques, mais que s'il y en a une, il en existe une seconde 
de rayon égal et de signe contraire, et pas davantage; de sorte que s'il y en a trois, 
il y en a une infinité, et la surface est formée par les binormales à, une courbe à 
torsion constante. 

Le § Vil est consacré aux lignes asymptotiques; entre autres choses je montre 
que l'on peut intégrer l'équation des lignes asymptotiques d'im lieu de binormales 
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■aune courbe à torsion constante et je donne l'expression du rayon dfi courlinre 
des lignes asympto tiques. 

J'ai abordé daus le § VIII l'étude des lignes géodésiques. Je donne d'abord une 
forme remarquablement simple de l'équation de ces lignes et j'en tire certains 
résultats que j'avais obtenus antérieurement par une autre méthode et qui ont été 
publiés dans le Bulletin de la Sociélérnathématigue de France. L'étude de la courbure 
et de la torsion d'une ligne géodésique me conduit h. ta relation 

sin <p cos 9 k ces » 

P ^ -. ~'~'l^ + k'' 

dans laquelle 9 désigne le complément de l'angle que la tangente en un point d'une 
géodésique fait avec la génératrice qui passe par ce point et \ la distéuice de ce 
même point au point central correspondant; quant à la signification de p, -c et k, 
elle est évidente. Cette relation est la généralisation d'une relation concernant les 
surfaces développables et trouvée par M. P. Serret dans sa thèse, page 137. 

Enfin, dans le § IX et dernier de la première partie, je m'occupe des lignes de 
courbure. J'y résous en particulier le problème suivant : 

Trouver toutes les surfaces réglées dont la ligne de striction est plane et eut en même 
temps ligne de courbure. 

Dans la deuxième partie, j'applique la notion des invariants d'une surface réglée 
à l'étude du mouvement d'un corps solide assujetti à cinq conditions. Cette étude 
a déjà, été faite à un autre point de vue par divers auteurs et entre autres par 
MM, Résal etThévenet; le premier, dans son Traité de Cinématique pure et dans 
divers mémoires publiés dans le Journal de l'École Polytechnique ; le second dans sa 
thèse. 

On sait que le mouvement d'un corps solide assujetti à cinq conditions peut s'ob- 
tenir en faisant rouler et glisser une surface réglée sur une autre surface réglée. Il 
semble donc naturel d'étudier ce mouvement au moyen des invariants des deux sur- 
faces ; le nombre de ces invariants distincts est d'ailleurs égal à cinq, parce que le 
paramètre de distribution est le même, et cette façon de procéder présente l'avantage 
de donner un sens bien net aux éléments du mouvement. J'ai donc calculé de cette 
manière les éléments infinitésimaux d'ordres 1, 2 et 3 du mouvement. Toute cette 
partie était du reste bien connue, sauf cette remarque importante qu'il faut aller 
jusqu'aux infiniment petits du troisième ordre pour caractériser complètement le mou- 
vemf.nt; de sorte que deux mouvements non identiques peuvent se correspondre 
de façon que les infiniment petits d'ordres 1 et 2 soient identiques. 
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APPLICATION DIL LA METUODK CWiiMATlQUl'; A L ETUDE DES SUlIfACES REGLEES 7 

Comme problèmes nouveaux traités dans cette deuxième partie et en outre de 
ceux que je signalerai plus loin, je dois citer les suivants : 

Calcul des invariants des surfaces réglées engendrées par les droites du corps 
solide et mouvement du trièdre attaché à une surface réglée. Ces problèmes ont été 
traités dans les paragraphes III et IV. 

En particulier, dans le § lY je montre que le mouvement du trièdre invariable 
attaché à une surface réglée s'obtient en faisant rouler et glisser un conoïde droit 
sur une surface réglée. Je montre en outre dans ce paragraphe : 

i* Que si la ligne de striction de la surface donnée est ligne de courbure de cette sur- 
face, le mouvement s'obtient par le roulement, avec glissement, d'un cono-^de droit sur un 
lieu de binormales ; 

2" Que si la ligne de striction est ligne asymptotigue, le mouvement s'obtient par le 
roulement, avec glissement, d'un plan sur une surface dëveloppable. 

J'ai eu surtout en vue, dans la deuxième partie, un certain nombre de problèmes 
analogues aux problèmes des roulettes dans le plan, problèmes qui n'avaient pas 
encore été abordés jusqu'ici et dont voici les énoncés : 

Problème I. — On donne la base et la trajectoire d'un point, trouver ta roulette. 

Problème ïl. — On donne le cône directeur de la base et les trajectoires des deux 
points du corps, trouver la base et la roulette. 

Problème lit. — Connaissant la base et ta surface engendrée par une droite du 
corps, trouver la roulette. 

La solution du problème I s'obtient en intégrant une équation de Riccati ; cette 
équation une fois intégrée, on en déduit le cône directeur de la roulette et il est 
remarquable que le problème s'achève alors sans quadratures. 

La solution du problème II résulte aussi de l'intégration . d'une équation de 
Riccati dont on cannait une solution, et on achève encore sans quadratures. Ce pro- 
blème est analogue au problème suivant de géométrie plane : Connaissant la base 
et la trajectoire d'un point, trouver la roulette. On connatt en effet les trajectoires de 
deux points dont l'un est le point à l'infini sur la perpendiculaire au plan de la base. 

Quant au problème III, il n'est possible que si les normales à îasurface donnée le 
long de la ligne de striction rencontrent à angle droit les génératrices de la base. Mais 
si cette condition est remplie, le problème s'achève sans quadratures. 

Ces exemples montrent comment onpourrait résoudre des problèmes analogues, 
et pour donner un exemple de la manière de procéder, dans tous ses détails, je 
■ termine ce travail en traitant complètement le problème I, dans un cas particulier : 
les calculs en sont développés dans le § VI de la deuxième partie. 
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PREMIERE PARTIE 



ÉTUDE DES SURFACES RÉGLÉES 



S 1- 



- Définition des invariants d'une surface réglée 



1. Rappel de quelques formules Importantes. — Je commence par rappeler 
quelques formules dont j'aurai à faire souvent usage. Je considère un système 
invariable mobile dans l'espace et j'appelle (A.XYZ) un trièdre Irirectangle inva- 
riablement lié au système. La position de ce système sera cormue à chaque instant 
si l'on connaît la position du point A ainsi que les cosinus des angles que font 
les arêtes du trièdre (A.XYZ) avec un trièdre fixe {O.xyz). 

Je déterminerai ces cosinus, qui seront des fonctions du temps t, par le 
tableau suivant : 





X 


Y 


Z 


. 


" "' 




y 


P 


P, 


?= 


^ 


^ 


1, 


Ï2 



Soient ï, i, C les composantes, à l'instant l, de la vitesse du point A par rapport 
aux axes mobiles ; p, 9, r celles de la rotation. Si l'on considère un point dont les 
coordonnées relatives sont X, Y, Z, les composantes de sa vitesse absalue par 
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rapport aux axes mobiles sont données par les formules suivantes : 

f dZ 

Les rotations p, 9, )■ sont d'ailleurs liées aux neuf cosinus par les trois groupe; 
de relations: 



1 '- = r.,-,,. 




; S-^^-*. 


%-'■'.-.. 


(.^^P.-.., 




<^; b-^.-^. 


(.! t—- 






| = ,?-P3,; 




Pour plus de détails s 


urce 


sujet, je renvoie aux Leçons 


sur la théorie générale à 


surfaces, de M. Darboux. 









2. Ti'ièdre altaclié à une surlace réglée. ^ Ces formules étant rappelées, je 
suppose que AX soit une génératrice d'une surface réglée S et que A soit le point 
central sur cette génératrice ; je suppose enfm que le plan YAX soit le plan asymp- 
tote à la surface suivant la génératrice AX, de sorte que AZ sera la normale au 
plan asymptote menée par le point central. 

Le trièdre ainsi défmi sera appelé le trièdre attaché à la surface réglée S 1 on 
verra dans la suite comment il se prête à l'étude de cette surface. 

3. Détermination de ;7, 9, r. — Voyons d'abord comment les éléments du mou- 
vement de ce trièdre se rattachent h. ceux de la surface. Imaginons pour cela que 
l'on mène par le point la parallèle à AX et que l'on prenne sur cette parallèle la 
longueur OM = 1 ; quand AX se déplace sur S, OM engendre le cùne directeur 
de cette surface et le point M décrit sa représentation spliérique (n) ; on sait d'ail- 
leurs que le plan tangent au cône directeur suivant OM est parallèle au plan YAX 
et que AY est parallèle à la tangente en M à, la représentation sphérique (o), de 
sorte que l'on a 

(3) - = «, -^ = ^ ^-^-ï. 

^ ' rf<7 " dri ^" d^ ^ ' 

a désignant l'arc de cette représentation spliériquo. 
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APPLICATION DE LA MÉTHODE CINÉMATIQL'I! A l'ÉTLDF, DES SURI'ACBS RÉGLÉES 11 

On peut supposer que l'arc n soit égal au temps, et c'est ce que nous suppose- 
rons toujours à l'avenir ; la comparaison des formules (2) et (5) donne alors immé- 
diatement 

9 =^ 0, »■ = 1, 

c'est-à-dire deux des composantes de la rotation. Nous poserons 

4. Sianilicatlon flcomé trique do B. — Pour avoir la signification géométrique 
de nous remarquerons d'abord quo l'on a, on vertu de (2), (3) et (41, 



Cela posé, soient OM (fig. 1) une génératrice du cône directeur de la surface et 
ON la normale au cône menée par le point ; supposons que OM ^ ON = 1 ; 




les coordonnées du point M sont a, p, y et celles de N, a^, Pj, Yj. A un dépla- 
cement infiniment petit MM' du point M correspond un déplacement infiniment 
petit NN' = rfS du point N et qui mesure l'angle des plans tangents au cône 
suivant les deux génératrices infiniment voisines OM et OM' ; on a de plus 



d?, = ^d->.\ -+- d'^l + d"i\ , 
et d'autre part, à cause de (6), 



^/rfa^-^dp^^-rfY| ^ Ut\ 
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on en conclut 



Or, dl = MM' mesure l'angle de OM avec OM' ; on voit donc quû <i repré- 
sente le rapport de l'angle de deux plans tangents infiniment voisins à l'angle des deux 
génératrices de contact dans le cône directeur de la surface. C'est encore, si l'on veut, 
la courbure géodésiquc de la représentation sphérique de la surface. 

5. Interprétation des valeurs particulières de d. — D'après cela ; 
1° Si e = 0, l'indicatrice spliéritiuc de la surface est un grand cercle ; caries 
relations (6) donnent alors 

7., ^ C'\ p, =- G'=, y, = C" ; 

par suite la surface réglée est une surface à plan directeur ; 

2° Si 6 est constant, l'indicatrice sphérique est un petit cercle ; en ciîet, le 
point dont les coordonnées sont 



est un point fixe, car on a 






— ^Ca, — ûa, = 0, etc .; 
dt ' ' 



de plus, si l'on, appelle V l'angle que fait la direction y-. S, ■( avec la direction 
M, V, w, on a 

S 



de sorte que l'angle V est constant ; il suit bien de là que l'indicatrice Hphi5rique 
est un petit cercle et par suite que le cône directeur de la surface est de révolution. 

6. Expressions «n fonction de de la courbure et de In torsion de la représen- 
tation spbérlque de la surface. — On peut du reste exprimer en fonction de 8 
tous les éléments de l'indicatrice sphérique de la surface réglée. Soit en effet M 
ifig. 2) un point de l'indicatrice sphérique (a) de la surface et soient p et t les rayons 
de courbure et de torsion de {a) en M. Pour avoir p on remarque que la vitesse du 
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APPLICATIÛ^ UE LA JIKTHUDE CINÉMATIOLIK A I.'CTUJUÎ DES SURFACES RÉGLÉES 13 

point M est égale à l'unité et, comme elle est constante, l'accélération totale se 
réduit à l'accélération normale, c'est-à-dire à — puisque V= i ; d'autre part les 




d'j-, d'à, d~', 

composantes de l'accélération totale sont — r- 1 -r ' -;-; 

^ dt dt dl 

et (4} donnent 



or, les relations (2), {3i 



'\ en conclut immédiatement 



- = ./n 



ce qui définit le rayon de courbure . 

Pour avoir le rayon de torsion, menons la tangente MT, la normale princi- 
pale MC et la binormale MB à l'indicatrice sphérique. Les cosinus directeurs 
de MT sont h,, p,, y, ; appelons a,, 6,, c^ ceux de MG et Uj, ij, cs ceux de MB ; 
on a évidemment 

da, 1 

et deux autres relations analogues qu'il est inutile d'écrire. Cherchons les expres- 
sions de «1, è,, Cl ainsi que celles de aa, h, d. Pour avoir Sj, ôj et Cj, il suffit 
d'observer que MC est la direction de l'accélération totale du point M, de sorte 
que l'on a pour a, par exemple 

On obtient facilement alors a^. h, a en remarquant que MB est perpendicu- 
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laire à MT pUi MC, ch qui conduite 



on tire de \h, après réduction des calculs, 



(9) 



la comparaison des relations (7), (8) et (9) donne alors 
■l _ Q' 

7. Remarque. — On voit d'après cela que si 9 est connu on fonction de (, la 
courbure et la torsion de l'indicatrice sphérique seront connues en fonction de 
l'arc, et par suite l'indicatrice sphérique sera complètement déterminée de forme ; 
on connaîtra donc aussi le cône directeur de la surface réglée. La détermination 
complète de ce cône est du reste identique à la détermination du mouvement d'un 
trièdre parallèle au trièdre (A.XYZ) et ayant pour sommet l'origine des axes fixes ; 
et, puisque l'on a 

p — — 0, q =0., 1- — 1, 

les neiif cosinus directeurs des arûtes de ce trièdre s'obtiendront en intégrant 
l'équation de Riccati : 

(10) ^ = _j„ + |(l_„>). 

8. Yitesse du point central. — Pour achever de définir le mouvement du trièdre 
(A.XYZ), il nous reste à trouver la vitesse du point central ; elle est évidemment 
située dans le plan ZAX, de sorte que sa composante suivant AY est nulle. J'appelle 
alors h et k ses composantes suivant AX et suivant AZ ; nous verrons plus loin 
comment A se rattache k certains éléments essentiels de la surface ; mais nous 
pouvons dès à présent donner la signification géométrique de k. A cet effet, soit X 
l'abscisse d'un point I sur AX ; les composantes de la vitesse de ce point suivant 
les axes mobiles sont respectivement 

/! + --! X, k. 

La relation de Chasles relative à la génératrice AX est donc 
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il en résulte que k n'est autre chose que le paramètre de distribution des plans tangents 
à la surface suivant AX. 

Je remarque d'ailleurs, parce que j'aurai souvent à m'en servir, que h et k sont, 
par définition même, les quotients par dt des composantes suivant la génératrice AX 
el suîoant la normale AZ au plan asymptote du déplacement du point central, dt dé- 
signant la différentielle de l'arc d'indicatrice sphérigue de la surface . 

9 . Les invariants d'une surface réglée. — En résumé, le déplacement du triêdre 
(A.XYZ) attaché à une surface réglée dépend de trois fonctions de ( : 0, h et k. 
J'appellerai ces trois fonctions les invariants de la surface ; ce sont des invariants 
métriques, de même que le rayon de courbure et le rayon de torsion sont les inva- 
riants d'une courbe gauche. Une courbe gauche est complètement définie de forme 
dès que l'on connaît le rîiyon de courbure et le rayon de torsion considérés comme 
fonctions de l'arc ; pareillement, si l'on connaît h,ketS en fonction de l'arc d'indi- 
catrice sphérique, la surface réglée est complètement définie de forme. La déter- 
mination complète de la surface se ramène à la résolution de deux problèmes : le 
premier a pour objet la détermination du cûne directeur, et la solution est fournie 
par l'intégration d'une équation de Riccati (7) ; l'intégration de cette équation fait 
connaître les neuf cosinus directeurs du trièdre (A.XYZ) en fonction de t\ on en 
déduit ensuite par des quadratures les équations de la ligne de striction rapportée 
au trièdre fixe. Ces équations sont 

(11) î y = f{h^^k%)dt, 

■ 

■ z:=j(k;-t^kj,)dt, 

et par suite les équations de la surface rapportée aux mômes axes seront 

Xr= f{h^^k;_^dt^-J.Ç, 

^ c 

10. Contact de deux surfaces réglées qui ont une géuératrtce commune. — Pour 
donner dès maintenant une application des invariants d'une surface réglée, propo- 
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On a 



sons-nous de chercher les conditions pour que deux surfaces réglées ayant une 
génératrice commune aient un contact d'ordre n suivant cette génératrice. Rappor- 
tons pour cela les deux surfaces à un trièdre fixe iO.xyz] et soit (A.XYZ) le trièdre 
attaché à la première et dont les neuf cosinus ont été délinis au début ; soient 
enûn ; 

X, y, z les cooi-données absolues du point central A ; 

A, B, C les moments de AX par rapport aux axes fixes ; 

A,, B„ C, ceux de AY ; 

Aa, Bj, Cj ceux de AZ. 

A = ps— fi/, A, = 3, s — Y,î/, A. ^ PjS — ïiî/, 

B = yx — <^z, B, = -,-,a7 — a,s, Bs = -(,a; — V- 

C = M/~i^x; Gj = ^.,y — ^,3; ; Cj = a,'/ — p,a7. 

Supposons que AX soit la génératrice commune aux deux surfaces; pour 
qu'elles présentent un contact du premier ordre suivant cette génératrice, il faut 
qu'une seconde génératrice commune vienne coïncider avec AX. Si l'on appelle (' 
l'arc d'indicatrice sphérique de la seconde surface, on voit d'abord que l'on doit 
avoir 

d^. da' 

-r = -TT' etc., 

dt dt' 

bien entendu pour les valeurs de t et de t' qui correspondent à la génératrice com- 
mune ; de sorte que les triôdres attachés aux deux surfaces doivent coïncider, 
mais alors on a 



dt 



= A, +/£(p-f„ — vp^) ~ A,— /();,, etc., 



ce qui montre que les deux surfaces doivent avoir le mt'îmc paramètre de distribu- 
lion suivant AX. 

En différentiant une seconde fois, on obtient de même 



et d'autres formules analogues; ce qui montre tout d'abord que pour qu'il y ait con- 
tact du second ordre, il faut en premier lieu que les invariants soient les mêmes. 
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D'autre part, on a 



résulte 



= " A — OA^ -I- 2k<i - 



et par suite qu'il faut en ouïra, pour qu'il y ait contact du second ordre, que h, k et 
T- soient les mêmes. 

On peut évidemment continuer ainsi, ci l'on voit que le contact d'ordre n sera 
exprimé : 

par l'égalité des invariants et de leurs (n — 2) premiûres dérivées ; 

par l'égalité des invariants h et de leurs (n — 2) premières dérivées ; 

par l'égalité des invariants k et de leurs (n — 1) premières dérivées, 

11. Interprétation des valeurs remarquables des iuvarlants. — Cherchons main- 
tenant la nature de la surface réglée qui correspond à des valeurs particulières des 
invariants. Nous avons déjà étudié la nature de "la surface lorsque 6 est nul ou 
constant ; examinons les autres cas : 

1» Si k=^ 0, la vitesse du point central est dirigée suivant la génératrice, 
donc la surface est développable ; en outre, par déilnition, h est alors le rapport 
de l'arc infiniment petit décrit par le point A à, l'angle de deux génératrices infini- 
ment voisines ; par suite h représente le rayon de courbure de l'arête de rebrousse- 
ment ; 

2' Si ft — ot k^ 0, le déplacement du point A est tangent à l'axe AZ ; 
de plus on a 

di-. dS, d-!, 

dl dt '^" dt '" 

il on résulte que ÂY est la normale principale en A à la ligne de striction, par 
conséquent AX est la binormale ; donc la surface engendrée par AS est un lieu 
de binormales. Enfin, si l'on appelle a:, y, z les coordonnées absolues du point A, 
les composantes de la vitesse de ce point suivant les axes fixes sont 

dt " dl ''^' dl '"'- ' 

ce qui montre que k est le rayon de torsion de lalîgne de striction; 
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3° Si l'on a en même temps 8=0, ^ ;^ 0, et k^O, la surface est une 
surface à plan directeur (3) ; !c représente la dérivée par rapporta l'arc de la repré- 
sentation sphérique, de l'élévation de la génératrice par rapport au plan directeur. 
Pour avoir la signification de h dans ce cas on remarque que la développable cir- 
conscrite h la surface le long de la ligne de striction est un cylindre perpendicu- 
laire au pian directeur, et l'on voit alors que h représente le rayon de courbure de 
la section droite de ce cylindre ; 

4" Si 6=0, k—Q et /i ^ 0, la surface est formée par les tangentes k 
une couriie plane et h est le rayon de courbure de cette courbe ; 

50 Si 8 = 0, fi = et k^O, on voit sans difficulté que la surface est 
un conoïde droit ; quant à la signification de k, elle est connue en vertu de 3° ; 

6° Nous allons montrer enfin que si ft, A et sont constants, la surface est un 
hélicoïde. A cet effet proposons-nous de calculer les invariants d'un hélicoïde ayant 




pour axe Os (fig. 3). Soient Ox et Oi/ deux axes rectangulaires quelconques 
perpendiculaires à Oz et D une position de la génératrice; soit SR ^^ a la plus 
courte distance do D et de Oz ; appelons (o l'angle constant de D avec Os, et 
ip l'angle de OR' avec Oï ; les coordonnées du point R sont 

/ a: = a cos tp, 
î/ = "8in-f, 
[ z = ma, m désignant une constante, 
pour le trièdre attaché à l'hélicoïde les notations du n° 1, on a 
a = — sin lu sin 9, - 
p — sin f) cos 9, 



(13) 
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(l'oùi'on déduit 

— ■= -r~- ■ -7 ■ = — Sm U COS 10 ■ -;- ' 

dt dif dt ' a( 



! = »■ 

dt 



Il suit de là que l'on a t^ï = sinw rfo, et par suite 

ai = — COS tp, 

'fi — — sin Yi 

On en conclut 

ixj = COS tu sin (û, 

fij = ^ COS U) COS ç, 



De là résulte immédiatement la valeur de G donnée par la formule 

_ 1 (^Kj _ 1 COS w COS a 

a, dt, COS <p sin ui 

ou 

= — COtg tu. 

Pour avoir k et k, cherchons la vitesse du point R ; en différentiant les é 
lions (13), on obtient 



dt sin tu 

dy _ COS ^ 



dt sin tu 
On vérifie sans difficulté qu'elle est perpendiculaire à la direction a,, ^j, -f,, 
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ce qni montre en passant que le point H est le point central. Projetons alors suc- 
cessivement sur D et sm' la direction a.^, fJ^, v^ et nous aurons (8) A et le. On 
trouve 

h —a-i-m coigfu, 

k = — a cotg i.) 4-m. 

Or u», a et m sont constants, donc dans l'héUcoîde tes trois invariants sont constants. 
La réciproque résulte de ce que la surface est définie dés que l'on se donne 8, 
h et k. 

Si en particulier l'hélicoïde est un hyperboloide," m est nul et il reste 

Il = n, k — ^ a cotg w, 

d'où Ton conchii, 



Nous verrons plus loin que cette- relation entre les invariants caractérise les 
surfaces réglées dont la ligne de striction est en même temps ligne de courbure. 

12, Relations entre les Invariants il'mie surface réglée et les cooi'doonées d'un 
point iixe par rapport au trièdre atlaclié à la surlace. — Je termiueiai ce chapitre 
en donnant des relations utiles entre les 'invariants et les coordonnées d'un point 
fixe rapporté au trièdre mobile. Soient S, j], Z ces coordonnées ; les relations cher- 
chées s'obtiennent en exprimant que la vitesse absolue du point est nulle, ce qui 
donne 

(' S + ''-'- = ». 

at 



I II. — Relations entre une surface réglée i<:t sa développable 

ASYMPTOTE ; SURFACE ÊONJUGUÉE DE M. PaUL SerRET. 

13. Développable asymptote. — La développable asymptote à une surface 
réglée est l'enveloppe du pian IKK. Soient xi, y,, les coordonnées relatives d'un 
point de ce plan; les composantes, suivant les axes mobiles de la vitesse de ce 
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point, ont pour expressions (1) 

dt 

V^ = k — Uî/i . 

Pour qu'il soit un point do l'arètG de rebroussemont do la développable asymp- 
tote, il faut et il suffit que sa vitesse soit dirigée suivant AX, c'est-à-dire par suite 
que l'on ait 

A- — 0(/, =0, y, = -^ 

d'où 



Lapremière de cesrelations montre que la distance d'une génératrice d'une surface 
réglée à la génératrice correspondante de la développable asymptote est égale au quo- 
tient des invariants k et 0. Dans tout co qui suit, cette distance, d'ailleurs adectée 
d'un signe, sera désignée par /, de sorte que nous aurons la formule 

k = iiL 

Si l'on appelle p et - les rayons de courbure et de torsion do l'arôtc do rebrous- 
sement au point {xi, j/j, 0), comme le triédre attaché à la développable asymptote 
est parallèle à {k.xyz) et de même sens que lui, on a 



k = l'-. 

La seconde relation montre que l'abscisse du point de contact de la génératrice de 
la développable asymptote avec l'arête de rebroussement est égale et de signe contraire à 
la dérivée de 1 par rapport à l'arc d'indicatrice sphérique. 

Il y a lieu de chercher la signification de la composante de la vitesse suivant la 
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génératrice ; il est visible qu'elle représente le rayon de courbure dû l'arête de 
rebroussement, de sorte que l'on a 



d'après cela, pour que la développablc asymptote soit un cône, il faut et il sufQt 
que l'on ait 

dl'' 
Je vais indiquer quelques conséquences de ces résultats. 

14. Ud mode de génération des surfaces réglées dûpoiirviies de plan directeur. 

— Occupons-nous d'abord delà formule 

k = 'II, 

qui établit une correspondance enti'c une surface réglée et sa développable asymp- 
tote ; elle conduit immédiatement au mode de génération suivant d'une surface 
réglée dépourvue de plan directeur : 




Soit C {fig. 4) une courbe gauche quelconque. Prenons sur cette courbe un 
point quelconque Ai et construisons le trièdre (Aj.XiYiZ]) formé par la tangente 
A|Xi, la normale principale A.Yi et la binormale AjZ, ; soit A, Y, la direction de 
la normale principale dirigée vers le centre de courbure et soit enfin I un point de 
la normale principale d'ordonnée /, fonction de l'arc de la courbe C compté à 
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partir d'une origine arj)ilraire, ou mieux encore, fonction de l'arc t de la repré- 
sentation sphérique de cette courbe. Si l'on mène par le point I la parallèle IX. h 
A,X,, la droite IX, lorsque A, parcourt la courbe C, c'est-à-dire lorsque t varie, 
engendre une surface réglée dont la développable asymptote a pour arête de re- 
broussement la courbe C. Si l'on appelle 6 le rapport des deux courbures de la 
courbe C, le paramètre de distribution de la surface réglée est lié à 8 et à / par la 
relation 

k = - o;. 

La construction subsiste si la courbe G se réduit h un point, c'esl-à-dîro si la 
développable dont elle est l'arête de rebroussement est un cùne ; dans ce cas le 
trièdre {A,.X,YiZ,) devientle triêdre attaché au cône et A[ le sommet du cùne. 

La formule 

a., = ~~ 

nous montre alors que dans les deux cas l'abscisse du point central par rapport au 
point I est donnée par l'expression 

(Il 

W 

On voit en particulier que si l'ordonnée / est constante, l'abscisse du point 
central sera nulle, donc : 

Si sur les normales principales \,Y, à une courbe gauche on porte, à partir du 
point A,, une longueur constante AI, dans un sens ou dans l'autre, la parallèle IX 
menÉe par le point I à la tangente en A[ à la courbe gauche engendre une surface ré- 
gléedont la ligne de striction est le lieu du point I. 

On voitsans difficulté ce que devient cette proposition lorsque la couibc C est 
remplacée par un cône. 

Dans les deux cas, si l'on suppose que la longueur l soit quelconque et si l'on 
appelle 5,7], ï les coordonnées absolues du point Aj, celles du point central sont 

y = -n -;'P + /?„ 



dt 



= /' ; dans le cas du cène, ï, t; et ï sont constants, et on peut 



les supposer nuls si le sommet du cône est à l'origine. 
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Il est bon de remarquer que si A est le point central sur IX, on a 

de sorte que si A, A est constante et figalnà a, on a 

/ — a 5in(f 4-C) ; 

d'autre part, si l'on appelle ^ l'angle de A.A avec A, Y, on a aussi 

tgf = tg((-~Cj, 
et par suite 

9 — ( = Ci% 

résultat intéressant en ce sens qu'il ne dépend pas de la forme de la développable. 
— Si en particulier la développable est un cône, le point A décrit une ligne sphé- 
rique ; de plus la relation 



devient dans ce cas, puisque p = U, 



-'-.,. 



di' 



donc la surface est un lieu de binormales (11). Réciproquement, si une surface 
réglée est un lieu de binormales à une courbe sphérique, ie plan asymptote étant 
perpendiculaire à la tangente à la ligne de striction passe par le centre de la sphère 
et par suite la développable asymptote est un cône. 

Une surface réglée de cette espèce est déflnie, en coordonnées absolues, par les 
équations 

a; =: a(ai sin ï — a cos ;) + Xï, 

y = a{<^, sin( — ? cos () + ^P) 

! = (i(-i'i sin l^-{ cos () + '",'■ 

15, Construction des surlaces réglées qui ont un paramètre donné, — Le mode 
de génération d'une surface réglée défini dans le numéro précédent conduit à une 
construction intéressante des surfaces réglées dont le paramètre est une fonction 
donnée de (. Supposons en effet que dans la formule 
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k soit une fonction connue de t et porlons sur la normale principale à une courbe 
gauche quelconque C {/îg. S) une longueur l définie par 



puis par Je point I ainsi obtenu menons la parallèle à A|Xi. Lorsque Ai parcourt 
la courbe C, la droite IX engendre une surface réglée répondant à la question. 




On pourraiL procéder de même si, au lieu de ])artir d'une courbe gauche, on 
partait d'un cûne. 

Cette construction équivaut à une véritable intégration. Un cas particulier 
remarquable est celui où le paramètre de distribution est constant. 

16, Expression des invariants d'une surface réglée iiu moyen des éléments de la 
dëveloppable asymptote. ■ — Après avoir montré comment on peut construire une 
surface réglée connaissant la développable asymptote, il y a lieu de chercher les 
expressions des invariants de la surface au moyen des éléments de la développable 
asymptote. Ces expressions résultent des formules 

A = — e/, 



dans lesquelles / est comptée à partir de l'arête do rcbroussoment. On en déduit 



Hosted by 



Google 



Dans ces expressions il reste une fonction arbitraire l; cela tient à ce qu'il y a une 
infinité de surfaces réglées ayant une développable asymptote donnée. 

17. Remarque. — La correspondance entre une surface réglée et sa développable 
asymptote ramène certains problèmes sur les surfaces réglées à des problèmes sur 
les courbes ganclies. 

18. Surlace conjuguée de M. P. Sorret. ■— - Soit (A.XYZ) le Irièdre attaché à une 
surface réglée S dont 9, A et ft sont les invariants; M. P. Serret a appelé surface 
conjuguée de S celle qui est engendrée par AZ. Cherchons les invariants ^,, ftj et 
k, de cette surface S, en fonction de 6, k et /;; pour cela, il fautd'abord chercher 
l'arc a de la représentation sphérique de Si. A cet effet, imaginons la parallèle de 
longueur 1 menée h AZ par l'origine des axes fixes; si l'on projette sur AX le 
déplacement de l'extrémité de cette longueur, on obtient M|do; mais d'autre; part 
cette projection est d»^, et l'on a 

il en résulte par comparaison 

d^ = 'idl ; 

mais on voit de plus que ce déplacement est parallèle à AY, de sorte que le plan 
asymptote de S] est le plan YAZ, et par suite ZAX est le plan tangent au point 
central ; or, la vitesse du point A est dans le plan ZAX; donc le point A est aussi 
le point central de la surface conjuguée. 

Cela posé, puisque AX est lii normale au plan asymptote de S,, on a 

1 '''-' 



d'i _ di dl 
d^~ dï ' <h~ 



ce qui donne la valeur de l'invariant Oj. Pour avoir /(, et k,, il faut diviser par dt 
les composantes suivant AZ et .\X du déplacement du point A. Or, ces compo- 
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santés sont respectivement kdt et hdt; on aura donc 



IKACES REGLEES 



' Ut 

formules qui mettent bien en évidence la reciprocité des deux surfaces S et Sj. 

La considération des surfaces conjuguées peut avoir une certaine utilité. Ainsi, 
par exemple, il peut arriver que la développable asymptote de Si soit un cône; 
nous avons vu alors comment la surface S, peut être déduite de ce cône, 
et cela permet également de construire la surface S. Au reste les surfaces S et Sj 
interviennent tout naturellement dans certaines questions, ainsi qu'on îe verra dans 
le § suivant. 



I 111. — Sur une transformation de l'espace réglé 

19. Définition de la transtorination. — Soit D une droite quelconque sur 
laquelle on a fixé un sens positif et soit un point fixe {fig. 6] ; par le point je 
mène la parallèle D' à D nt je fais tourner D de 90" autour de D' dans un sens 



convenu, ce qui l'amène en A; de cette façon, à toute droite D il correspond une 
droite parallèle i, et à toute figure composée de droites, une autre figure composée 
de droites respectivement parallèles. On a donc défini ainsi une transformation de 
l'espace réglé; le point sera appelé le pôle. Je vais indiquer quelques propriétés 
remarquables de cette transformations ce qui montrera par cela même le parti que 
l'on peut tirer de la considération des invariants d'une surface réglée. 
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Dans une note insérée aux Comptes Rendm ('}, M. Guiciiai'd a donné une trans- 
formation des figures en vertu de laquelle à toute congruence de normales il cor- 
respond une congruence dont la surface moyenne est un plan. On verra que la trans- 
formation définie plus haut change toute congruence de normales dont Venveloppée 
moyenne (") est un point en une autre congruence de même nature. 

20. Application aux eurlnces réglées. — Soient AX (fig. 1) une génératrice d'une 
surface réglée R et (A.XYZ) le tri èdre attaché àla surface. Je suppose en outre la 
surface rapportée à un trièdre fixe (0 . xyz) de sommet et soit (0 . X'Y'Z') le trièdre 




de même sommet parallèle au trièdre (A.XYZ) et iJe môme sens que lui. D'après la 
définition du triodre attaché à une surface réglée, A est le point central de cette 
surface; j'appelle ?, r,, C ses coordonnées par rapport au trièdre (O.X'Y'Z'). J'appelle 
enfin, par rapport au trièdre fixe : 

Cl, p Y l^s cosinus directeurs de AX; 

a,, pj. Y, ceux de AY; 

"a- Ps' ïj ceux de AZ; 

et enfin ar, y, a-lcs coordonnées du point A. 



(') Numéro du 28 mars 1892. 

(") Voir plus loin 121) les définitinns de la surface m 
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Je suppose toutes ces quantités fonctions de l'arc ( de la, représentation sphé- 
rique de R, et j'appelle fl, h et k les invariants de cette surface. 
Cela posé, il esl. évident que l'on a 

et des expressions analogues pour y et pour s; on en déduit 

dt \di V '\dt^^ ■) \dt V 

Or, puisque le point A est le point central de R sur AX., on a aussi 

dx 

-— = h^ + kl... ; 

dt. ^ 

on en déduit par comparaison 



formules qu'on aurait pu déduire d'ailleurs des formules du n" 12. 

Supposons quo le point soit le pôle de la transformation et faisons tourner 
AX de 90° autour de OX', ce qui l'amène en X, ; lorsque AX engendre la surface R, 
Xi engendre la surface R', transformée de R, et il est clair que le trièdre attaché à 
R est constamment parallèle à celui qui est attaché à R. 

Soit P le point de rencontre de AX avec le plan Y'OZ' ; après la transformation 
il vient en P', de manière que l'angle POP' soit égal à 90°. Par rapport au trièdre 
(O.X'Y'Z') les coordonnées de P sont 

l>, 1, ï: 

celles de P' seront donc 

0, - ;, ^, 

et par suite les coordonnées de P' par rapport au Irièdre fixe seront 

— <^-'i + la,, — ÏS. + 'îpa, — ïïi + Vfî ; 

il en résulte que les coordonnées absolues d'un point quelconque M de P'X, , géné- 
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ratrice de R' qui correspond à la géncralrice AX de R, seront données par la for- 
mule 



et par deux antres formules analogues pour y, et z^, p désignant l'abscisse du 
point M par rapport ii P'. En différentiant l'équation (2), on obtient 






'.(-s+»-'+')-"-(i+"=> 



et si l'on veut que le point M soit le point central de R' t 
1er le coefficient de a, dans (3), ce qui donne 



L'abscisse p du point central étant ainsi définie, si l'on appelle f),, ^i et k, 
les invariants de R', on a 

/ 0, = 0, 

Soient 11 ï), ^i les coordonnées du point central de R' par rapport au triédre 
(O.X'Y'Z') ; en se reportant aux formules (1) on voit que l'on a 

'01 i, = k; 

on a d'ailleurs 

(7) r,i = ~~Z. ïi = T| ; 

enfin, la comparaison des formules (1) ot (5) donne aussi 



Ces diverses relations définissent la correspondance entre les surfaces R et R'. 
D'après cela : 

1° Je suppose que R soit développable; alors on a /.■ = 0, et la formule (6) 
donne 

;, = 0; 
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donc le point central de R' coïncide avec le point P' ; mais le plan Y'OZ' est 
alors le pian asymptote de la conjuguée de R', donc : 

A toute xurface dévetoppable la transformation fait correspondre une surface réglée 
telle que le plan mené normalement à la génératrice par le point central passe par le 
pôle ; c'est-à-dire telle que la développabU asymptote de la conjuguée soit un cône de 
sommet 0. 

Réciproquement, ïHe p/an mené normalement à AX par le point A passe par le 
pôle, c'esl'à-dire si la développable asymptote de la conjuguée de R est un cône de 
sommet 0, la transformée R' de R est une surface développal>le. 

En effet, on a dans ce cas S = 0, et par suite, en vertu de (8), ki — 0. 

2" Je suppose que R soit à paramètre constant, alors ?i sera constant en vertu 
de (6), et réciproquement, si k, est constant, I sera constant en vertu de (8) ; or, 
dans le premier cas, Y'OZ' est tangent à une sphère de centre et dans le second 
cas YAZ est tangent à une sphère de centre également ; donc si la surface pri- 
mitive est à paramètre constant, le plan asymptote de la conjuguée de R' est tangent 
à une sphère de centre 0, et réciproquement. 

3" Je suppose que la développable asymptote de R soit un cône de sommet 0, 
c'est-à-dire que. le plan YAX passe par le point ; on a alors ç — et par suite 
■Il = 0. 

Réciproquement, si ^i = 0, on a ï, = 0, et par suite le plan asymptote de 
R' passe par 0; donc si la développable asymptote de la surface R est un cône de 
sommet 0, la développable circonscrite à R' le long de la ligne de striction est un 
cône ayant pour sommet le même point. 

Réciproquement, si la développable circonscrite à h. le long de la ligne de stric- 
tion est un cône de sommet 0, la dévetoppable asymptote de R est un cône de 
même sommet. 

4° Je suppose que AY passe par îc point 0, c'est-à-dire qui; l'on ait ; = et 
ï ^ ; on en conclut 

/;, = 0, ',, = 0; 

réciproquement, si k = ainsi que r, = Q, on a 

? = 0, t, ^ 0, 

ce qui montre que si les développables asymptotes de V^ et de sa conjuguée sont 
des cônes de sommet 0, la surface R' est une surface développable dont le plan 
rectifiant passe par le point 0, et réciproquement, si K est une surface dévelop- 
pable dont ie plan rectifiant passe par 0, les développables asymptotes de R' et 
de sa conjuguée sont des cônes de sommet 0. 



Hosted by 



Google 



32 X. ANTOMARI 

Lorsque la développable asymptote d'une surface (R pai' exemple) et de sa 
conjuguée sont des cûncs de même sommet 0, la normale à la surface le long do 
la ligne de striction, normale qui n'est autre que AY, passe par !e point ; donc 
la ligne de striction est une ligne sphérique ; on a d'autre part, en vertu des for- 
mules (1), h — OA, et j'ai déjà fait remarquer (11, 6°) que dans ce cas la ligne de 
striction est une ligne de courbure. Les surfaces en question sont donc des sur- 
faces dont la ligne de striction est une ligne sphérique et en même temps ligne de 
courbure de la surface. 

Les formules (1) montrent enfin que l'on a -ïj = C" et k = — t, = C'% de 
sorte que la développable circonscrite h ces surfaces le long de la ligne de striction 
est en même temps circonscrite à une sphère de centre et de rayon ^ ; la surface 
réglée elle-même et sa conjuguée sont circonscrites à cette sphère. On est ainsi 
conduit à ia construction déjà donnée (14) de ces surfaces. 

5° Je suppose que AZ passe par le point 0, c'est-à-dire que l'on ait 

5=0. V] = ; 

on en déduit 

/c, = 0, ïi = 0, 

ce qui montre que la surface R' est une surface développable dont le plan asymptote 
passe par le point 0; donc R' est un cône de sommet 0. — La réciproque est vraie. 

6° Si la surface R est formée par les tangentes à une courbe plane dont le plan 
passe par 0, il est évident géométriquement et par les formules que R' est un 
conoïde droit ayant pour axe la perpendiculaire au plan de la courbe menée par 0. 

Il suit de là que la transformée d'un plan par rapport à un point de ce plan est une 
congruence linéaire spéciale ayant pour directrices la droite à l'infini dans te plan el la 
perpendiculaire à ce plan menée par le pôle. 

7° Je suppose eniin que R soit formée par les tangentes à une courbe plane dont 
le plan ne passe pas par le pdle. Dans ce cas on a 9 — et k = 0, et les for- 
mules (1) donnent K ~ C"; il en résulte 

0, = 0, p = 0, h, rrr C'\ 

ce qui montre que R' est une surface à plan directeur dont le cylindre circonscrit 
le long de la ligne de striction est un cylindre de révolution ayant pour axe la per- 
pendiculaire au plan directeur menée par le pôle, et pour rayon la longueur de cette 
perpendiculaire. On arrive sans difliculté aux mêmes conclusions par des considé- 
rations de géométrie élémentaire. 

On conclut de là que la transformée d'un plan ne passant pas par le pôle est une 
congruence dont les focales sont : 
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Un cylindre de révolution autour de h perpendiculaire au plan menée par le pâle 
et ayant pour rayon la longueur de ce/le perpendiculaire ; 
La droite à Vinfini dans le plan. 

21. Application aux congnienees. — Je rappelle d'abord qiielques définitions 
relatives aux congruences de droites. 

Lorsqu'une droite D appartient à une congruencc, M. Hibaucour (') appelle : 

point moyen, le milieu de la distance focale; 

plan moyen, le plan perpendiculaire h D mené par ce point; 

surface moyenne, le lieu des points moyens ; 

enveloppée moyenne, l'enveloppe des plans moyens. 

D'après Kummer (") les points limites sur D sont les points I tels que les_ deux 
surfaces réglées de la congruence passant par D et ayant leur point central en I 
sont tangentes en ce point ; les plans limites sont les plans perpendiculaires à D 
menés par les points limites. 

Cela posé, à toute droite D de la congruence la transformation fait correspondre 
une droite parallèle i; aux développables, (DJ et (DJ de la congruence passant 
par D correspondent deux surfaces (S,) et (S,) passant par a et dont le point 
central (20) est le pied H de la perpendiculaire abaissée du pôle sur i. En outre, 
comme les plans asymptotes de deux surfaces correspondantes sont parallèles, il 
est visible que l'angle des deux surfaces (S,) et (Sj) en H est égal à l'angle des 
deux développables (D,) et (DJ. 

Cela posé : 

1° Si D engendre une congruence de normales, (D.) et (D^) sont orthogonales, 
et par suite (SJ et (S^) sont orthogonales en H ; mais alors le point H est le point 
moyen de la congruence engendrée par A ; or, le plan perpendiculaire à D mené 
par H passe par ; donc aux congruences de normales la transformation fait corres- 
pondre des congruences dont V enveloppée moyenne est le pôle, c'est-à-dire est un point. 
Réciproquement, si la congruence engendrée par D a pour enveloppée moyenne le 
point 0, la congruence engendrée par i est une congruence de normales. 

En effet, soit I le point moyen sur D et soient (R,) et (Rj) les deux surfaces 
réglées de la congruence, qui passent par I et dont ce point est le point central; en 
vertu de ce qui précède (20), les surfaces correspondantes (Aj) et (ia) sont dévelop- 
pables ; mais (R) et (Rj) sont orthogonales en I, donc (A;) et (a^) sont orthogonales. 



(') Étude des Elassoîdes, Pic. 

(**) Sur tes systèmes de rayons redUitjves. 
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Les développables de la congruence engendréy par i éLaiil orthogonales, cette 
cbngruence est une congruence de normales. 

Par exemple, supposons que les focales de la congruence engendrée par D soient 
deux courbes tracées sur la même sphère ; l'enveloppée moyenne est un point, le 
centre de la sphère; la congruence qu'on en déduit par la transformation est donc 
une congruence de normales. D'après cela, on sait déterminer toutes les congruences 
dont l'enveloppée moyenne est un point, car par la transformation précédente toutes 
ces congruences deviennent des congruences de normales. 

2° M. Ribaucour a montré que l'on peut déterminer analytiquement les con- 
gruences de normales dont l'enveloppée moyenne est un point ; la proposition pré- 
cédente et sa réciproque prouvent que la transformation change ces congruences en 
congruences de même nature. En effet, en vertu de la proposition directe, h une con- 
gruence de normales il correspond une congruence dont l'enveloppée moyenne est 
un point; en vertu de la réciproque, si l'enveloppée moyenne de la congruence 
primitive est un point, la congruence correspondante est une congruence de nor- 
males. Finalement, la congruence obtenue est de mûme nature que la congruence 
primitive . 

3' Si la congruence engendrée par D est formée par les tangentes aux lignes 
asymp totiques d'une surface, les développables (Dj) et (Dj) sontconfondues,etpar 
suite aussi (Si) et (S^) ; il en résulte que la projection du pôle sur à est im point 
limite de la congruence engendrée par A; donc auv congruences formées par les 
tangentes asympto tiques d'une surface, la transformation fait correspondre des con- 
gruences dont un plan limite passe par un point fixe. 

Réciproquement, si un plan limite d'une congruence passe par un point fixe, la 
transformée est formée par les tangentes aux lignes asymplotiques d'une surface. 

En terminant ce chapitre, je dois dire que M. Ribaucour s'est occupé d'une 
manière accessoire de la transformation qui en fait l'objet, (^'iwrfe des Elassoîdes , 
page 94, § 67.) M. Ribaucour s'en sert uniquement pour déduire une congruence 
isotrope d'une autre congruence isotrope. 



IV. — La thansformaïion de M. Guiciiard 



'22. Dans une note déjà citée, M. Guichard a énoncé la proposition suivante 
déduite de sa transformation : 

Si i'«n considère une congruence de normales d une surface réglée, il correspond une 
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congruence dont ta surface moyenne est un plan, dont l'une des focales est une surface 
développable et dont Vautre est un lieu de paraboles. 

Je vais donner la démonstration de cette proposition comme application des 
invariants et du triÈdre attaché à une surface réglée. Voici d'abord en quoi consiste 
la transformation de M. Guichard : 

Soient une droite D {fig. 8), un plan P et un point do ce plan. Jemèneparun 
point M pris sur D la perpendiculaire Mm sur le plan P et je fais tourner le 




point m de 90° autour de dans un sens convenu, ce qui l'amène en m'; puis, par 
le point m', jemènelaparallèle D' à D. Si D engendre une surface réglée R, et M 
une courbe de cette surface, D' engendre la transformée R.' de R; cette transformée 
varie avec la courbe décrite par le point M sur R. 

Cela posé, soit AX une génératrice d'une surface réglée R et soit (à.XYZ) le 
trièdre attaché h la surface. Prenons pour trièdre fixe le trièdro {O.xyz) et suppo- 
sons que le plan fixe de la transformation soit le plan des xy et que le point fixe 
soit le point 0. Soient î,-^, Z les coordonnées du point A (point central), M un 
point quelconque de AX et MN la normale à R en ce point. Si l'on appelle p 
l'abscisse de M par rapport à A, x, y, z, ses coordonnées absolues, on a 



= ï+Tp; 



d'autre part, les c 
sont 



jmposantes, suivant les axes mobiles, de 1 



vitesse absolue de M 
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ce ([Tii montre que les cosinus direclcurs de MN pat' rapport aux mûmes ases sont 

0. — k, p. 

Le point m a pour coordonnées 

X, y, 0, 

et le point correspondant m\ 

-y, X, 0; 

d'ailleurs si l'on mène m'N' parallèle à MN, cette direction étant perpendiculaire 
à AX et à la projection sur YAZ de la vitesse da point M, ses cosinus directeurs 
sont proportionnels à 

— K + p«!, — /c^i + pPj, — /CTi + PTa- 

Il en résulte que si X désigne l'abscisse d'un point quelconque p de m'N' par 
rapport à m', les coordonnées du point p sont données par les formules 

(1) I y---- ? + ^? + î.(-^P. + pW, 

( 3 = '■{—/(•!, 4-pYs)- 

1" Quand M parcourt AX, m'N' enveloppe une parabole. — Lorsque M par- 
court AX, ( est constant et p seul varie. Différentions alors les équations (1) par 
rapport à p et nous aurons la vitesse du point p quand M se meut sur AX. On 
obtient ainsi 

I dx „ , d\ . 



Pour que le point p décrive une courbe tangente à m'N', il faut et il suffit que 
sa vitesse soit perpendiculaire à la direction a. p, f et à la direction 

pïi-H^ï,, P^i + ^f?3i pTi + ^Ta, 

qui est celle de la projection sur YAZ de la vitesse du point M. 



Hosted by 



Google 



APPLICATION DE LA MÉTHODE GISÉMATIIJIIE A l'ÉTUDE DES SURFACES RÉGLÉES 37 

Or, si l'on ajoute membre k membre les équations (2) après les avoir multi- 
pliées respectivement par a, p, y, on trouve identiquement zéro. En opérant de 
même avec la seconde direction et exprimant que le résultat est nul, il vient 

Ik -h PY, — ky, = 0, 
ce ([ui définit la valeur de À, 



Je porte cette valeur de 1 dans les équations (1) qui définissent alors l'enveloppe 
de m'Ji'. On voit que le lieu déûni par ces équations est une parabole. 

%" Le symétrique par rapport à m' du point p où m'N' touche la parabole décrit 
une droite. 

Ce point est en efîet défini par tes équations (1) dans lesquelles on fait 



"--Y. + ^Y.. 
Or, si l'on remplace "k par cotte valeur, p et a respectivement par 
Y,a,-.,Y, et P,7.-YiP„ 

il vient, après réduction, 

ces équations défmissent bien une droite A, parallèle à la direction a^, fij, fa de 
l'axe de la parabole. 

Dans les équations (3) qui défmissent la droite A, je pose 

^T, — 2pTi = '-; 
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elles deviennent 



Je vais montrer que si AX se ddplaefi sur R, la droite ^ engendre une surface 
développablû. Difl'érentions pour cela les équations (4) par rapport à l, ce qui donne 





— ft? — /c^j -H l'a, - 


- i(^ + Os! + '■'^i + Si-/, 


dy 

dl 


fa+fai + f?,- 


-l(P + lW + ."p, + Or(i, 


dl 
dl 


''t,- 


~i(ï + 0Y,)+r'T, + 9i^,. 



On a ainsi la vitesse d'un point quelconque \>. do i. Pour que cette vitesse 
soit parallèle à A, il faut et il suffit qu'elle soit perpendiculaire à a, p, ■( et à a,, 
Pi, Ti', or, si l'on ajoute les équations (5) après les avoir multipliées respectivement 
par H, p, •(, on a identiquement zéro; si l'on opère de même avec «i, p,, yi, on doit 

/iy^ — /£-/ + /' 4- flr = 0, 
relation qui définit r. 

La grandeur de la vitesse s'obtient en projetant sur kj, f.^, y^; on obtient 

V = - h-(i -W-hr': 

d'autre part, si l'on appelle maintenant p le rayon de courbure de l'aréto de 
rebroussement, on a aussi 



de sorte que ? sera défini par l'équation 
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ILTUDE DE L ELEMENT LINEAIRE 



23. Expression tlt; rôlément linéaire . — IS'ous avons VU (n" 8) quo la vitesso d'un 
point M sur AX, dont Tabscisse est >., a pour composaiilos suivant les asûs mo- 
biles 

»-.^, l, L 

di 

Si donc ou désigne par s Tarcde trajectoire décrite par le point M, on a 

Avec les variables choisies >> et ;, Tespression de l'iîléincnt linéaire d'une sur- 
face réglée est donc 

(1) rf.!= ^ a(X^ + 2ArfX(;i + (r + P + >.^)(;;^ 

24. Suplaces réglées applicables génératrices par génératrices. — Cette expres- 
sion est indépendante de et elle ne dépend que de A et de k. Prenons alors un 
cône directeur absolument arbitraire, ce qui revient à se donner arbitrairement 6 
en fonction de i ; on pourra supposer les neuf cosinus directeurs des arêtes du 
trièdre mobile exprimées en fonction de t également. Supposons enfin que A et A 
se rapportent à une surface R donnée à l'avance et dont le cône directeur soit 
différent de celui qui a été pris arbitrairement ; toutes les surfaces réglées définies 
par les équations 

z = f[lfi-i-/;-i.,)dt+ly,. 

relativement aux axes fixes, ont même élément linéaire que la surface R et sont 
applicables sur elle génératrice par généi-atrice, d'où ce résultat bien connu : 

// existe une infinité de surfaces réglées applicables sur une autre génératrices 
par génératrices ci toutes ces surfaces ne différent entre elles que par le cône directeur. 
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25. Surlaces rëgléos applicables avec paralléliBme des génératrices. — L'expres- 
sion de l'élément linéaire ne change pas quand on change k en — k; d'où cette 
proposition de M. Beltrami(') : 

Une surface réglée étant donnée, il en existe une autre qui lui m applicable 
et dam laquelle les génératrices correspondantes sont parallèles et de même sens. 

Si la première surface est définie par les équations (2) relativement aux axes 
fixes, la seconde sera définie par les équations 

'■ x = j\ha — lM.^dt-+-U, 
(3) y:-.f{h?-k'^,)dl-i-).^, 

qui montrent que les deux surfaces, bien qu'applicables l'une sur l'autre, ne 
peuvent ôtre déduites l'une de l'autre par une déformation continue, car les tan- 
gentes aux deux lignes de striction aux points correspondants sont également 
inclinées sur la génératrice mais en sens inverse. 

Par exemple, si les surfaces sont à plan directeur, les dérivées des élévations 
des génératrices par rapport à un même plan parallèle au plan directeur sont 
égales et de signes contraires, ces dérivées étant prises par rapport à ? ; si donc 
z et Si sont les élévations des génératrices correspondantes, on a 

dz dz. 



Il en résulte que les lignes de striction des deux surfaces sont symétriques par 
rapport à un plan parallèle au plan directeur. 

26. RelalloDS entre les courbures des arêtes de ribrousseinent des dévelop- 
pables asymptotes de deux suviaces réijlées applicables avec parallélisme des géné- 
ratrices. — Soient l et l^ les longueurs qui, avec les arêtes de rehroussement. 



I') Suila jlessione délie svper^cic rigate ; Annali di Matematica pura ed applicala, ■ 
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définissent les deux surfaces (14) ; soient, d'autre part, p et t les rayons de cour- 
bure et de torsion de la première courbe, p, et ■: ceux de la deuxième au point 
correspondant. Puisque les surfaces ont leurs génératrices parallèles, on a 



c'est-à-dire 



Kn exprimant que les invariants k sont égaux et de signes contraires, 
obtient 



(5) '? = -^; 



enfin, en exprimant que les invariatils h sont égaux, il 

(6) p-(/+n=pi-{'.+'''t), 



De CCS relations on déduit les suivantes ; 

qui définissent entièrement la seconde surface au moyen de la première et, par con- 
séquent, les arêtes de rebroussement en fonction l'une de l'autre. 

27. Application. — l^'aisons une application et supposons 

1-+-1" = const. = G, 
c'est-à-dire 

(8) 1= Asin(cr-i-B)-!-C; 

puis assujettissons l'arête de rebroussement rie la développable asymptote relative 
à la première surface k être une courbe de M. Bertrand ; il faudra pour cela que 
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l'on ail ciitri' p el - uue relation de la l'orme 

(9) ? + -'^l. 

p - 

Or, si des équations (7) on tire p et -c en fonction de p, et t^, piiÎKijuû l'on 
remplace dans l'équation (9) en tenant compte de (8) il vient, loatos réductions 
faites, 

(10) 'in^_H- = 1, 

ce qui montre que dans la seconde snrface l'arête de rebrousscment de la déve- 
loppable asymptote est aussi une courbe de M. Bertrand. 

SI la constante C est nulle, il est évident que les arûtes de rebrousscment sont 
identiques. 

On voit donc que si dans le mode de génération d'une surface réglée donné 
n° 14 les longueurs que l'on porte sur la normale principale sont égales et de 
signes contraires et ont pour expressions respectives 

A sin(( + B) et — A sin(( + B), 

A et B désignant des constantes arbitraires, on obtient deux surfaces applicables 
avec parallélisme des génératrices. 

Ceci donne le moyen de eonstruire des couples de surfaces jouissant de la pro- 
priété énoncée en parlant d'une courba gauche quelconque. 

28. Siirlaces l'éalécs ap plloal) les su i- l'ai ys séide. — L'élément linéaire dos sur- 
faces réglées applicables sur i'alysséide ou sur riiypcrboloïde de révolution se 
ramène (') à l'une des formes suivantes : 

(11) ds^ = du^ '\-{a^-i-b^)dv\ 

(12) ds' -^ du^ + [{u + avf+P]dcK' 

Dans le premier cas, les génératrices de la surface réglée correspondent aux 
méridiens de I'alysséide, et dans le second cas, elles correspondent aux génératrices 
de l'hyperboloïde. 



a Ikéoric géncrak des surfaces, par M. Darbous (3= pai'tic, pjgo 2Î1). 



Hosted by 



Google 



AI'PT.LCA'riO.X IIK T,A MKTMODE C.IMarA'L'LOlK A T.'CTUDE llKt^ SUIlt'ACES RÉr.LliES 43 

D'autre part, si l'on pose 

— ( hdl = <f(i), 
X =..< + ^((), 
l'expression (1) de l'élément linéaire d'une surface réglée se réduit à 

HZ) ds' ^. du' + \lê +{u -^'i[t)Y\dt\ 

Si Ton identifie d'abord les expressions (H) et {13) de l'élément linéaire en 
posant 

on obtient 

k = h, ¥(0=0, 

fit par suite 

h = Q. 

Il suit de là que les surfaces régUes applicables sur lalysséide de manière que. les 
génératrices correspondent aux méridiens, sont celles pour lesquelles l'invariant h est 
nul et le paramètre de distriàutton constant. 

Si l'on se reporte alors à la signification des équations simultanées 

/( = 0, k== C", 

on voit que la surface est un lieu de binormales à une courbe gauche h. torsion 
constante ; donc 

Lorsqu'une surface réglée est applicable sur Calysséide, la ligne de striction est une 
courbe à torsion constante^ et la surface est le lieu des binormales à cette courbe. 

29. Surfaces réglées applicables sur l'hypei-boloïde de révolution. — Identifions 
les expressions (13) et (12) de l'élément linéaire. La correspondance entre les géné- 
ratrices des deux surfaces sera définie par l'équation 

v = t\ 
en outre, on doit avoir 

là ^ b-. 
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donc quand une surface réglée est applicable sur l'hyperbolvïtie de révolution, les 
deux invanants h et k sont constants ; ce qui était du reste évident a priori puisque 
l'applicabilité des surfaces réglées génératrices par génératrices ne dépend que de h 
et de A. et que, d'autre part, dans l'hyperboloïde de révolution, h et k sont cons- 
tants. 

Prenons h ~ a et le = b ; toutes les surfaces réglées applicables sur l'hy- 
perboloïde de révolution avec correspondance des génératrices aux génératrices, 
et rapportées aux axes fixes, sont définies par les équations 



y ^j"(ap-H%)rfi-i-X^, 
z =j{a'(-\-b-!^)dl-^h!. 



La ligne de striction est représentée par les mêmes équations où l'on a fait 
X = ; or on reconnaît dans ces équations, celles qui définissent les courbes de 
M. Bertrand ; d'oii ce théorème dû h. Laguerre : 

Quand une surface réglée est applicable sur l'hyperboloïde de révolution, sa 
ligne de striction est une courbe de M. Bertrand. 

30. Remarque I. — Qu'il s'agisse d'une surface réglée applicable sur l'alysséide, 
ou d'une surface réglée applicable sur l'hyperboloïde de révolution, il y a lieu d'exa- 
miner la nature de la développable asymptote. En appelant, comme toujours, p et -c 
les rayons de courbure et de torsion de l'arfitfi de rebroussement, on a, dans le cas 
de l'hyperboloïde, 



ri+n. 



le cas de l'alysséide s'en déduit en faisant 



Ces formules définissent l'arête de rebroussement de la développable asymptote 
Dans le cas très simple où l+T = 0, elles deviennent 
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11 y a lieu d'observer que l'arête de rebroussement ne doit pas être quelconque, 
car il doit exister entre p et t une relation qu'on obtient d'ailleurs en éliminant / 
entre les expressions do p et de t. 

31. Remarque II.— Considérons deux surfaces réglées R et R,. Soient 0, /i, k les 
invariants de la première exprimés en fonction de l'arc i de la représentation 
sphérique de cette surface ; soient de môme e„ fi„ k^ les invariants de la seconde 
exprimés en fonction de l'arc l, de sa représentation sphérique. Supposons qu'en 
faisant correspondre sur les deux surfaces les génératrices pour lesquelles C^ = l, 
on ait constamment 

/(, = /(, 

ce qui revient à dire que h, et h d'une part, /c, et k de l'autre sont les mômes fonc- 
tions de ( ; il est clair que les éléments linéaires des deux surfaces sont les mêmes 
et par suite que les deux surfaces sont applicables génératrices par génératrices, 
comme cela a d'ailleurs déjà été observé (24). 

Considérons maintenant une seule surface R ayant un cdne directeur absolu- 
ment quelconque et supposons qu'en faisant varier l de a îi è les invariants A et A 
passent successivement par les mômes séries de valeurs que si l'on fait varier t de 
c à d; alors la portion de surface qui correspond aux variations de t dans le pre- 
mier intervalle est applicable génératrices par génératrices sur celle qui corres- 
pond au second. Il en sera ainsi en particulier si A et k sont des fonctions pério- 
diques de ( ayant la même période, pourvu que fl ne soit pas une fonction 
périodique de ( de môme période que hel k ; car s'il n'en était pas ainsi, les por- 
tions de surface correspondant à deux périodes seraient non seulement applicables, 
mais superposables. — Si A et A sont constants, quel que soit 9 la surface est appli- 
cable sur elle-même dans toutes ses parties ; par exemple l'hyperboloïde de révo- 
lution est applicable sur lui-même dans toutes ses parties, mais comme est cons- 
tant, il est superposable à lui-même. 



I VI, ■ — Étude des trajectoires orthogonales des généhatriges 

32. Pour étudier les courbes tracées sur une surface réglée, nous supposerons 
la surface rapportée à un trièdre parallèle au trièdre (A.XYZ), de même sens que 
lui et dont le sommet se déplace surlacourbc considérée; soit(M.X|Y,Z,) ce trièdre 
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ot soient n, b, c les composantes par rapport à ces nouveaux axes de la vitesse du 
point M, En appelant i l'abscisse du point central par rapport au point M, on a 
(évidemment 

de sorte qne si x, y, z sont les coordonnées absolues du point M, on a aussi 



trajectoire orthogonale de la surface, on a 



dl db 



\ dt " ' ' ^ '■ 

33 . Expressions du rayon de courbure normale el du rayon de courbure géode- 
sique d'une trajectoire orlbogouale. —Soient MT la tangente en M à la trajectoire 
orthogonale, MN la normale principale, MB la binormale à cette courbe et enfin 
ML la normale en M à. la surface. Si l'on appelle V la vitesse du point M et s 
l'arc de trajectoire orthogonale, on a 

'-^'^■- 

Cherchons d'abord le rayon de courbure normale et le rayon de courbure géo- 
désique en M à la trajectoire orthogonale ; désignons-les respectivement par pn et 
par pg; pour les obtenir il suffira de projeter l'accélération du point M sur la 
normale h. la surface et sur le plan tangent en M, ou, ce qui revient au même ici, 
sur la normale k la surface et sur la génératrice MX. 

Or, si l'on différenlie la formule 



= — 6(^-1- ')a,l. -l- cny., 
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ce qui montre que les composantes d(* Tiiccélératioa du point M siiivanL ks axes 
mobiles sont 



La composante suivant MX est donc — b ; d'autre part elle est — ; on t 
donc 



Je projeUe maiiilenaiiL sur la normale à la surface ; je remarque d'abord poui 
cela que les cosinus directeurs de celte droite sont 



par conséquent, la projection de l'accélération sur cette droite a pour expression 
bc' — cb' ~ 1(ti^ -^ c^) ^ 



d'autre part la projection est égale à ~ ; on a donc 

\' bc' — c/)'~Di/>^ + C') 



On peut donner à ces formules une autre forme au moyen de l'angle o que fait 
la trajectoire orthogonale avec MY ; il suffit pour cela de poser 



et il vient ainsi \ = r et 

[ 1 cos ■* 



(5) 



La dernière se met encore aisément sous la fori 

(6) i = l('l»_oV 

p. r\dl I 
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Ces formules prises sous n'importe quelle forme se prêtent facilement à l'étude 
des variations de la courbure normale et géodésique le long d'une génératrice. 
Ainsi l'on a 

J. _ '^ 

p^ - /;i + k^ ' 

et si l'on pose p^ = Y, b — \, on voit que Von obtient une hyperbole équila- 
tére pour représenter les variations du rayon de courbure géodésique ; l'équation 
de cette hyperbole est 



Au point central la courbure géodésique de la trajectoire orthogonale est nulle, 
ir on a fi = ; quant à la courbure normale, elle prend la forme simple 



h^M' 



34. Remarque. — On passe évidemment d'une trajectoire orthogonale à une 
autre en ajoutant une consfante îi fi. 

33. Trajectoires orUio(|ooales qui souilles cercles géodésiques- — -Lorsque 6 et c 
sont des constantes, toutes les trajectoires orthogonales sont des cercles géodésî- 

1 

ques; les diverses expressions de — montrent que c'est là le seul cas où toutes les 

Pi: 
trajectoires orthogonales sont en même temps cercles géodésiques. 
Dans ce cas on a 

k = 0, k^ C'% 

et la surface est, comme on l'a vu {2a), formée par les binormaleB à une courbe à 
torsion constante, applicable sur l'alysséide. On sait d'ailleurs que toutes les fois 
qu'il y a sur une surface une famille orthogonale composée de géodésiques et de 
cercles géodésiques, la surface est applicable sur une surface de révolution de ma- 
nière que les méridiens correspondent aus géodésiques elles parallèles aux cercles 



L'expression de — prend la forme simple 



or, si l'on se reporte à la génération de la surface au moyen do la développable 
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asymptote, on a 



f, = i. 

Ainsi, quand une surface réglée est formée par les binormales aux divers points 
d'une courbe gauche à torsion constante, le rayon de courbure normale en un point quel- 
conque de cette courbe est égal à la- distance de ce point à la génératrice correspondante 
de l'arête de rebroussement de la développable asymptote. 

Laissons de côté le cas particulier où i et c sont constants et cherchons s'il 
existe des trajectoires orthogonales qui aoicntccrclesgéodésiques de rayon m; on 
devra avoir 

i^-(- t^ = —nib, 
c'est-à-dire 

(7) 6^ + /^^ = _mi, 

égalité qui établit une relation entre les invariants de la surface, de sorte qu'en 
général il n'y a pas de trajectoire orthogonale qui soit en même temps cercle géo- 
désique. 

Supposons qu'il y en ait une et voyons s'il en existe une autre, cercle géodésique 
de rayon n; si l'on désigne par p une constante a déterminer, on devra avoir 

(S) (* + pj> + f = -»(6 + |i) 

en même temps que (7); d'où, en retranchant (7| et {H] membre à membre, 

(9) lb^+^^ ^ [m — n)b—n'^. 

Si l'on avait 2p i^ m — n, cette relation ne pourrait donner des valeurs 
constantes de p que si l'on avait b — C"^ ; on aurait alors à cause de (7| k ^ C" 
et nous rentrerions dans un cas déjà examiné. Pour qu'il y ait deux trajectoires 
orthogonales qui soient en même temps des cercles géodésiques de rayons différents, 
il faut donc que Ton ait 

et par suitCj en vertu de (SI), 
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ot alors flnalciïient 



Ainsi, chaijue /ois qu'une trajectoire orthogonale est cercle géodésique, il y a une 
autre trajectoire orthogonale qui est un cercle géodésique dont le rayon est égal et de 
signe contraire à celui du premier; le raisonnement prouve qu'il n'y en a pas d'autres. 

36. TorsiOQ et torsion géodésique des ti'ajectoires orthogonales. — Cherchons 
maintenant la torsion géodésique des trajectoires orthogonales. Appelons -c le rayon 
rie torsion de la trajectoire orthogonale qui passe par M, u l'arc de la représentation 
sphériquc de la bmormalc; on a 

d<j dts ds r 
dt di dl t 

ce qui donne l'expression de la vitesse du p int [x de la représentation sphérique 
qui correspond au point M. Cherchons les composantes de cette vitesse suivant les 
axes mobiles ; pour cela appelons tu l'angle de la normale principale en M avec la 
normale ML, et ï, v], Ç les cosinus directeurs de la binormale par rapport aux axes 
attachés à la surface ; puis appliquons les formules du n" 1 en faisant abstraction 
de la translation. Une première expression de la composante suivant MX est ainsi 



icconde expression est 



on a donc 

(10) 
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en portant dans l'équation (10) il Yicnl, après avoir divisé par sin <u, 
d<^ r 

d'oLi l'on tire l'expression tle la lorsion géodésique 

fi|\ 1 (/o) _ sin cp _ c 

■: lis ~ r ~ ï^ + c^ 

On voit en particulier que pour le point central le rayon de torsion géodésique 
est égal au paramètre de distribution de la surface. 



Lignes asymptotiques 



37. Ëqaalton des lignes asymptoliques. — Je ne dirai que quelques mots sur 
les lignes asymptotiques. On obtient immédiatement leur équation en exprimant 
que l'accélération du point M est dans le plan tangent à la surface en ce point. Or, 
si l'on conserve les mêmes notations et les mêmes axes que dans le paragraphe 
précédent, les composantes de la vitesse sont 



dl 



'■■, 



X étant supposé compté à partir du point central; ou en déduit immédiatement tes 
composantes de l'accélération en dérivant l'équation 



-(*-!)" 



et l'on obtient 



k -h e/t + 2 — , 



L'équalion des lignet' 



c'est-à-dire 

(») 



;ymptotiques sera donc 

/i _^- 0/; ^- 2).' k' — ex 



lit ^ ni) ^ /;{/|-l-07v^i- 2J'), 
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38. Condition que doivent remplir les invariants pour que la ligne de slricllon 
soit ligne aymptotique. — Pour que la ligne de slrielion soit lig^ne asymptoliqne, il 
faut et il suffit que l'cquaLion (1) soit identiquement, satisfaite pour X = 0; ce 
qui exige que l'on ait 

h + 0/; = 0. 

39. Un cas d'intégration de l'équation des lignes asymptotiques. — L'équation 
des lignes asymptotiques s'intcgre lorsque la surface est un, lieu do binormales, 
d'une courbe à torsion constante, c'esL-à-dire lorsqu'on a 

/i - et k = C'^ 

Si l'on pose en effet h = et k ^ a dans l'équation (1), elle devient 

et donne immédiatement 

arc ^K - = - 2 i ^''^ ' 

or, si Ton appelle p et t les rayons de courbure et de torsion de l'arête de rebrous- 
sement de la développable asymptote, on a 



et d'autre part, si l'on prend pour variable ind(5pendante l'arc n de l'indicatrice 
sphériquQ dos binormales à cette arête de rebroussement, on a aussi 

il en résulte que les lignes asymptotiques de la surface sont définies par l'équation 

'.^«.4(c-.). 

G désignant une constante arbitraire. 

40. Tliéorème do M. Beltramt (*}. — L'équation dos lignes asymptotiques ne 
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contient 6 qu'au premier degré; résolue par rapport à fl elle donne 
\k' — 2/cÀ' — kh 



quo l'on peut considérer comme dâflnissant 9 on fonction do k, h et X. On a doue 
la proposition suivante, due à M. Beltrami : 

Toute surface réglée peut être déformée de manière qu'une ligne quelconque tracée 
sur la surface devienne une ligne asymptotique de la transformée. 

En particulier, si la courbe tracée sur la surface est une trajectoire orthogonale 
des génératrices, on a la proposition suivante, due à Bour ('} : 

On peut par une déformation rendre toutes len génératrices d'une surface réglée 
normales principales de l'une quelconque de leurs trajectoires orthogonales. 

41. Autre forme de l'équation des ligues asympto tiques. — On peut donner une 
autre forme à l'équation des lignes asymptotiques. Soit, pour cela, M un point 
quelconque de la génératrice et MT la tangente asymptotique en ce point. Menons 
par M le trîèdre iM.X,Y,Zi) parallèle au trièdre (A.XYZ) et appelons a, à, c les 
cosinus directeurs de MT par rapport à ce trièdre, f et ? les angles polaires qui 
définissent la direction. Soient enfin MN la normale principale à la ligne asymp- 
totique et MG la projection de MT sur le plan Y,MZj. 

La direction MN est celle de ta vitesse d'un point de coordonnées a, 6, c quand 
on fait abstraction de la translation de l'origine; or, les composantes de cette vitesse 
sont 

da 



^ I dl 

Pour que MT soit tangente asymptotique, il faut et il suffit que MN soit dans 
le plan XMG, c'est-à-dire que Vï et Vz soient proportionnels à 6 et à c; ce qui 
donne, pour l'équation des lignes asymptotiques, 

, de dh 



(') Boui', Journal de l'Ecole Polylechnigtie, e: 
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j a — sin <f, 
(4) I ô — cos f cos il". 

f c — cos !f sin i-, 

et, en remplaçant a, è, c par ces valeurs dans réquation (3), on obtient, toutes 
réductions faites, 

-^6H-ts,sm^. 

On peut remarquer que Vj^, Vï et Vz sont précisément les composantes du 
déplacement qui donne la courbure de la ligne asymptotique ; de sorte qne si p est 
le rayon de courbure en M et s l'arc décrit par ce point, on a 



V^ ^.^_4^- 



1 



ce qui permet d'obtenir le rayon de courbure de la ligue asymptotique. 



I VIII. — LiCtNES géodésiques 



42. Équation des lignes gëodéstques. - On obtient immédiatement l'équation 
dos lignes géodésiques en exprimant que le plan osculateur de la trajectoire d'un 
point M est normal à la surface; on obtient ainsi l'équation 







-X 



-V 



1 



-h' — i 2V + fi + ei 

ou, en développant, 

(1) f),a+PX>,"+fi^_),)_X(V4-fi)=-(V+A)(ÀV- 
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43. Forme remarquable de l'êquatlon des lignes gëodéslques. — Celle équation 
peut être mise sous une forme rcmarquablomûnt simple. Désignons en effet par 
a, b, c les cosinus directeurs par rapport aux axes (M.XY,Z,) de la tangente en M 
à une géodésique. Le déplacement de la représentation sphérique de cette direction 
est parallèle à la normale principale en M à la géodésique ; par suite il est perpen- 
diculaire à la génératrice, et sa composante suivant MX est nulle. 

Or, comme nous l'avons déjà vu à plusieurs reprises, la composante suivant MX 
du déplacement de la représentation sphérique est 

da 

on doit donc avoir, si la trajectoire du point M est une géodésique, et alors seu- 
lement, 



Telle est l'équation réduite cherchée des lignes géodésiqnes. 

44, Expression de l'ai^; de géodésique d'une surface développable. — Je vais 
donner tout de suite une application de l'équation (2) aux surfaces développables. 
Dans ce cas si l'on appelle '> l'angle de la géodésique avec la génératrice, on a 



et par suite l'équation (2) donne 

d'oTi, en désignant par G une constante arbitraire, 

.? = C — /, 

On achève facilement dans ce cas l'intégration de l'équation des géodésiques ; mais 
je vais en tirer une autre conséquence. On a, en effet, pour définir la g 

cotg?--j-, 
c'est-à-dire 

(3) cotg(C — =^ ^^^' 
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d'autre part, en appelant S l'arc de géodésique, on a 

dS' = [X= + {X' + A)sjrf(2, 
expression qui devient, en Yertu de (3), 

{V + k)dt _ \dt 



[i] rfS = 



Cûs(C — t) sin{C — l) 



Or, si l'on désigne par n l'arête de rebroussemeul de la dévcloppable el par p son 
rayon de courbure en M, on sait que l'on a 



h 


= P = 


" dt' 


d-i. 
dt 


+ 4. 


du 
" dl 



et l'équation (3) des lignes géodésiques devient 

rfit+(w — t) cotg((— C) dt = 0; 
équation que l'on peut écrire successivement 

du-\~u cotg {t—C)dl = s cotg{t — C)dt, 

d[u sin((— €)] = <j cos(i — C)di, 
d'où l'on tire 

{\ oos lt — C)dl'+-C' 



sin(i — C) 
11 en résulte pour l'arc de f!;éodés!que la formule 

,„ ds_ c- /p=.°('-C)-" 

''°' dl ""sin*(i — C) sin'(( — C) 

Remarquons maintenant que l'on a 

tg?--tî;U-C) 
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et rappelons que M. P. Serret a démontré dans sa thèse (page 139) qu'en chaque 
point d'une ligne géodésique tracée sur une surface développable, le rapport — ' des 
deux courbures de la géodésique est égal à la tangente trigonométriquc de son 
inclinaison sur la génératrice correspondante. On aura donc 

|j! = -00tg((-C). 

Or, dans la fonnnl»; [A) ■_ 
au signe près; posant alors 

/'psiu!( — C)(/. 



- A'), 



sin^{i — C) 
et intégrant, il vient 

(3) s^S, = -C'^^-ff[t)dL 

Voici deux conséquences de cette formule : 

1° Si !a surface développable est un cône, on a p = 0, et la formule (j) donne 

Ri _ Sp— S . 
R^ " C ' 

d'où il suit que dans toute géodésique d'un cène, le rapport des deux courbures est une 
fonction linéaire de tare. 

2° Si l'arête de rebroussement de la développable est une courbe dont la première 
courbure est constante, on a encore, en intégrant, 



cos{; 


-C) 


Sill^ [t 


-C) 


iik;^ 


R; 



dans laquelle a est la valeur constante du rayon de courbure de rareté de rebrous- 
sement de la développable. 

4ï. Rayons de «oui'bure el de torsion des gcodésiquos. — Revenons maintenant 
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aux lignes géodésiques d'une surface quelconque el cherclions la courbure et la 
torsion en un point quelconque M. 

Soit MT la tangente à la géodésique en ce point,, tp et ^l" ses angles polaires par 
rapport au triédre (M.XYjZ,) défini dans le paragraphe précédent. 

J'appelle : 

a, i, c, les cosinus directeurs de MT; 

a', b,, c, ceux de la normale principale MN; 

«2, b-i^ <^îi ceux de la binormale MB. 

On a : 



Sill ?, 


"• 


= 0, 


<■■ 


--^ oos 7, 


00» ? COB ',, 


f>. 


-,^smi,, 


h 


= - sin 7 oos t, 


cos f siu ^ ; 


c, 


= COS+; 


', 


= — ski ? sin t. 



Si l'on désigne par p le rayon de courbure de la géodésique et par s l'arc de cette 

1 ds 
p dt 

suivant MN. Projetons-la sur MX et sur MY, ; sa projection sur MX doit, être 

nulle ; on en conclut (43) l'équation des lignes géodésiques 

c'est-à-dire 

(6) , g ™ oos +. 

Sa composante suivant MY, a pour expression 

1 ds , dl, 

;- sm * el. -i- -h a — Oc ■ 

p dt dt 

en égalant ces deux expressions il vient, après simplification des résultats, 

i ds . . ( d'\\ 
[Il — - = — sin tp sm i}' — e cos <o, 

équation qui déiinit le rayon de courbure. 

Pour avoir le rayon de torsion, il sufflt de même d'égaler deux expressions de 
la projection sur MZi par exemple, de la vitesse de la représentation sphérique de 
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1 ds (, 

•^ dt 



c'est-à-dire, on tenant compte de (6) fit après simplification, 



l'our u = 0, on retrouve bien l'expression de la courbure géodésiquc des trajec- 
toires orthogonales (38). 

46. Relation remarquable entre la courbui-e et la torsion d'une ligne géodésique , 

T- La comparaison des formules (7) et (8} conduit à une relation remarquable 
entre la courbure et la torsion. Si en effet on élimine entre ces deux relations 
on obtient 

/sin u cos 9\ds . , 

(9) (^_.+_!;)_ = _™i^ 

Soit ). la distance du point central au point M ; on a 

sin o cos u cos il- cos -f sin ■]/ 1 cos ? 

îTTft ^ ~^^- "" ' "X ' ^' 7ds\ ~" ^VT'k^ ' 



sin f ^ cos f 
7ds\~ îJ+F"' 
[dtj 



et, en portant dans îa relation (9), il vient 
(40) m^_^^_,j^^ 



k cos tf , 

~ >.^ -^ ¥' ' 



telle cstîa relation que je voulais établir. 

On voit que pour un même point M elle ne dépend que de l'angle que la géo- 
désique fait avec la génératrice. 

La relation de M. P. Serret relative aux géodésiques dos surfaces dévolop- 
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pables et dont nous nous sommes servis au n° 44 en est un cas particulier et s'en 
déduit en faisant k — 0. 

47. Théorème de M. Bonnet. — Je terminerai ce qui est relalii' aux lignes géode- 
siques par deux propositions dues à MM. Bonnet et Beltrami. 

Je reprends d'abord l'équation (1) des lignes géodésiques ; elle est satisfaite iden- 
tiquement si le rapport - est constant et si à = ; or, 

h 
signifie que la ligne de striction coupe les génératrices à angle constant ; de là la 
proposition de M. Bonnet (') : 

Lorsque les génératrices coupent la ligne de striction à angle constant, celle-ci est 
une ligne géodésique de la surface. 

48. Théorème de M. Beltrami ("). — La proposition de M. Beltrami s'énonce 
comme il suit : 

3'oule surface réglée peut, par une déformation, être transformée en une autre 
et de manière qu'une ligne géodésique quelconque devienne une ligne 'droite. 

Exprimons en effet que le plan osculateur de la trajectoire d'un point M est 
indéterminé, ce qui revient à exprimer que la trajectoire est une ligne droite. On 
obtient ainsi les deux équations 

V^lt \ k 



\"+h' — l h -h U ~\- -^y k' — U 

qui expriment que la courbe est à la fois ligne géodésique et ligne asymptotique ; 
mais si on les interprète autrement, on voit que si A et ^ sont des fonctions con- 
nues de t, et si de plus ^ est une fonction de t définissant une ligne géodésique, 
l'une quelconque des équations définit 9 ; de là résulte évidemment le théorème 
de M. Beltrami. 



e l'École Polytechnique, t. X.1X, 
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I IX. — Lignes de courbure 



49. Équatlou des liijiies de courbure. — Soit M un point quelconque d'iinu 
ligne de courbure et soil ? la distance du point central correspondant au point M. 



on trouve que les coordonnées du point I situé sur la normale en M et à la dis- 
tance R de ce point sont, par rapport aux axes mobiles, 

J!, = ^, î/i — — R sin f, !, = R cos ^ ; 

les composantes, suivant les mômes axes, de la vitesse de ce point sont donc 

On a du reste en dérivant l'équation (i) 



'"' a "" p + p ■ 

Pour que le point I décrive une ligne de courbure, il faut et il suffit que sa 
vitesse soit dirigée suivant la normale IM ; ce qui exige que sa projection sur AX 
soit nulle et que ses composantes suivant AY et AZ soient proportionnelles à 
— sin <p et à cos f . 

La première condition donne 



(4) 




J + n,mo + ^ = 


^0, 




la deuxième 










(S! 


Ue, 


Î + Jsiii?+R(»- 


dtl 


= 0, 
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L'éliminatioû de y entre les relations (1), (3), lA) et (3) conduit aux deux nou- 
velles relations 

/ t "^'^ ,. ^' 

(6) 



Pour obtenir l'équation des lignes de courbure, il suffit d'éliminer R enLre ces 
deux équations ; on obtient ainsi 



("-s)L-Fn^-T 



50. Équation aux rayons de eourbui-e pptneipaux. — Si au lieu d'élimiaer R en- 
tre les équations (6) on élimine -T- . on obtient l'équation admettant pour racines 
les rayons de courbure principaux ; cette équation ordonnée par rapport à R se 
met sous la forme 

(8) m' - r[? ^^ ^'' - ^(^^' + '%''' -^ ^'> - c^' -+- ^'y ^ '^■ 

La comparaison de cette équation à l'équation (11} du § VI conduit à la propo- 
sition suivante : 

En tout point d'une surface réglée la courbure totale est égale à la torsion géodé- 
sique de la trajectoire orthogonale qui passe par ce point. 

L'équation (8) met en évidence une autre propriété. Pour qu'au point M les 
rayons de courbure principaux soient égaux et de signes contraires, il faut et il 
suffit que l'on ait 

(9) i^^kh-(,[k'^i'} = Ù. 

Cette équation est du premier degré en 6 ; il en résulte que si ^ est une fonction 
donnée de (, elle définit une valeur de fl et une seule ; donc une surface réglée étant 
donnée, on peut, par une simple déformation, en obtenir une autre telle que les rayons 
de courbure principaux soient égaux et de signes contraires tout le long d'une ligne 
donnée à l'avance. 
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51. Surfaces réglées mlnima. — Pour que les rayons de courbure princi- 
paux soient égaux et de signes contraires en chaque point de la surface, il l'aut et il 
suffit que l'équation (9) soit une identité. On en déduit 

A = 0, /,■ --- C" cl li = 0, 

donc les seules sur faces réglées minima sont les hélicoldes à plan dlrecleur. 

52 . Autres propriétés relatives aux lignes de courbure. — Reprenons l'équation 
des lignes de courbure ; l'invariant 1 y entre au premier degré, de sorte que si ft, 
/c et î sont donnés en fonction de t, elle donne une valeur réelle pour 0, d'où, la 
proposition suivante, due à M. Beltrami : 

Une surface régléeétant donnée, onpeutpar une simple dé formation en obtenir une 
autre admettant comme ligne de courbure la transformée d'une ligne quelconque tracée 
sur la première. 

11 faut toutefois observer que la ligne tracée sur la première surface no doit pas 
être une trajectoire orthogonale des génératrices ; car, s'il eu, était ainsi, on aurait 

, a"; 
dt 

et Ton ne pourrait plus résoudre par rapport à H. 

Il est évident a priori que les trajectoires orthogonales des génératrices ne 
peuvent être lignes de courbure ; ce fait résulte aussi de la forme de l'équation (7) 
qui montre en outre que dans une surface développable toutes les trajectoires or- 
thogonales sont des lignes de courbure, ce qui était du reste aussi évident. 

53. Condition pour que la ligne do striction soit ligne de courbure. — Pour que 
la ligne de striction soit une ligne de courbure de la surface, il faiit et il suffit que 
l'équation (7} soit satisfaite quand on y fait ^ — 0, ce qui exige que l'on ait 

/( = Oh. 

Toutes les surfaces jouissant de cotte propriété sont définies par les équations 



flO) ?/-— fhdp^ + X'fi, 

\ z = — fkd-;, + h!. 
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Lorsque la ligiie de stricLioa est une ligne de courbui-c de la surface et que le 
paramètre est constiiiit, une proraière série do lignes de courbure est défn>ie par 
l'équation 

î =^ G'" 

et, par conséquent, toutes les lignes de cette série déterminent des segments égaux 
sur les génératrices. Les lignes de la seconde série sont alors définies par une 
équation de Riccati et, par suite, partagent h omo graphiquement les génératrices. 

Il est aisé de voir que, réciproquement, les seules surfaces réglées dont les 
lignes de courbure d'une série déterminent des segments égaux sur les génératrices 
sont celles pour lesquelles /c est constant et dont la ligne de striction est ligne de 
courbure. En effet, cette propriété ne dépend que des infiniment petits du second 
ordre, de sorte que si elle est remplie pour une surface, elle Test également pour 
l'hyperboloïde osculateur suivant une génératrice quelconque ; or, les seuls hyper- 
boioïdes jouissant de cette propriété sont les hyperboloïdes de révolution, pour 
lesquels A est constant et pour lesquels la ligne de striction est ligne de courbure. 
L'hyperholoïde osculateur suivant chaque génératrice doit donc être de révolution, 
ce qui exige que l'on ait 

/.■ ^ C" et k ^--- (i/(, 

ce qui démontre la proposition, 

La démonstration me parad plus simple que celle qui a été donnée par 
M. Bioche dans les Annales de la Faculté de Toulouse. 



S^i. Détermina lion de toutes les surfstces réglées dont la ligne de striction, est 
plane et est ligne de courbure. — Les équations (10) donnent simplement toutes 
les surfaces réglées dont la ligne de striction est ligne de courbure et est en même 
temps une courbe plane. Supposons en effet que la ligne de striction satisfasse à 
ces deux conditions ; on peut supposer que son plan soit représenté par l'équation 
s ~ C", -par rapport aux axes fixes ; or, par rapport aux axes fixes, îa ligne de 
striction est représentée par les équations (10) après qu'on y a fait X = 0. 

La dernière de ces équations devant se réduire à z = C'°, il faut que 
t^Yi — 0, c'est-à-dire que yi soit constant ; mais alors la représentation sphérique 
de la surface est une hélice sphérique. 

Ainsi, lorsque la ligne de striction est une courbe plane, si elle est en même temps 
ligne de courbure la représentation sphérigue de la surface est une hélice sphérique. 

Supposons en particulier que le cône directeur de la surface soit de révolution ; 
alors, d'après le théorème précédent, aï la ligne do striction est ligne de courbure 
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de la surface, cette ligne est plane et son plan pst perpondiculaii'e h l'axe du cône 
directeur. 

Cherchons la ligne de striction dans ce cas ; en prenant l'axe du cône pour axe 
des 3 du trièdre fixe et en appelant ç le demi-angle au sommet, on peut poser 

a = sin f cos (u, ^j ^^ — siii tu, 

p — sin f sin «j, pj — cos tu. 

Y = cos f ; Ti — ; 

dt = 8inçrf<u. 



On en déduit 



rfa, = — cos Lorfo*, 



et par suite, les équations de la ligne de striction sont 

X — 1 h cos urfu), 

y ^ j h siii uidi», 
Soit d'abord A ^ »• ; ces équations donnent 



c'est-à-dire un cercle, et la surface est un hyperboloïde de révolution. 
Prenons /; — r cos w ; on aura 



y -= ~ cos 2w-hfi, 
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Prenons enfin h — r cos/)w, et nous aurons 

a: = *■ I COS (u Cosjjwrfo), 
y " r / sin "I cos;?u)rfu), 



qui définissent une ligne plane algf^briquo si f ^^- La surface elle-même est 
algébrique. 
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DEUXIEME PARTIE 



APPLICATION A L'ETUDE DO MOUVBHMT DUN CORPS SOLIDE 

ASSUJETTI A CINQ CONDITIONS 



g 1. — Trajectoires des points du corps 

S3. Calcul do ta vitesBe. — On Sait que le inouvoment d'un corps solide assujetti 
h cinq conditions peut s'obtenir en faisant rouler et glisser une surface réglée 
mobile sur une surface réglée fixe : celle-ci sera appelée la base et celle-là la j-ou- 
lette. La base est le lieu des axes hélicoïdaux dans l'espace ; la roulette est le lieu 
des axes hélicoïdaux dans le corps. Je me propose, dans cette seconde partie de 
mon travail, de faire l'étude géométrique du mouvement U l'aide des invariants de 
la base et de la roulette . 

Je passerai d'ailleurs rapidement sur les détails bien connus de cette étude pour 
ne m'attacher qu'aux points qui paraissent comporter quelques développements 
nouveaux. 

Je vais d'abord exprimer la vitesse et les accélérations des divers ordres d'un 
point quelconque du corps, en fonction des invariants de la base et de la roulette. 
J'appelle A, k, e les invariants de la base; A,, k,, O; ceux de la roulette; les deux 
surfaces se raccordant constamment, on a 



Soient (A.XYZ) {/tg. 9) le trièdre attaché k la base et {O.xya) un trièdre fixe 
dans l'espace. Je détermine les cosinus directeurs des arêtes du trièdre (A.XYZ), 
par rapport au trièdre fixe,, par le tableau du n' 1 et j'appelle ?, i, ï li^s coordon- 
nées absolues du point A (point central de la base) . 
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Je figure àpart le trièdre (A|.X,Y,Z,) [fig. 10), le trièdre attaché à la roulette, et 
j'appelle (Oi^ij/iïi) un nouveau trièdre fixe dans le corps; le trièdre (A, .XjYiZ,} 
coïncide, à chaque instant, avec le trièdre (A.XYZ), Il est clair que les arcs des 
représentations sphériquesde la base et de la roulette sont égaux à chaque instant, 
de sorte qu'on peut les supposer égaux au temps. 




Soit Ml le point du corps qui coïncide avec le point M à l'instant i, et soient 
X, Y, Z ses coordonnées relativement aux axes (A,.X|y,Z,) ou, ce qui revient au 
môme, relativement aux axes (A.XYZ); soient enfin V,, Vy, V^ les composantes, 
suivant les axes mobiles, de la vitesse absolue du point M. 

Les formules (1) du \y -1 donnent 



d\ 



étanl. lixe dans le corps, en vertu des formules du n" 12 on a 
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On en conclul 

[ Vs — /' — /',, 
(3) I Vv={0-e,)Z, 

( V; ^ (9, — 0)Y. 

On voit tout de suite que les deux surfaces rouleiiL l'une sur l'autre «i l'on a 

k zr-. ft, ; 

ceci résulte d'ailleurs de ce que, dans ce cas, les deux surfaces sont applicables, ot 
par suite on a 

h=-.h, i't k = It,. 

Si l'on pose 

les formules (3) prennent la forme simple 



et si l'on veut simplement la direction de la vitesse, on peut au vecteur qui la 
représente substituer le vecteur proportionnel dont les composantes sont respecti- 
vement 

B, — Z, Y, 

de sorte que si l'on appelle x, y, s les coordonnées absolues du i)oinl, \f, les com- 
posantes de ce nouveau vecteur sont. 

l dx i dy i dz, 

'Z>' di' Z"dï' w' dt' 

j'ajoiite que l'on a 

et des expressions analogues pour les deux autres composantes, 

S6. Calcul de l'accélération du premier ordre. — Les composantes de i'accôlc- 

; on les obtient en 
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dilférentîant les deux membres de l'équation (6) et des équations analogues, après 
les avoir multipliés par m. Toutefois, si l'on se borne à faire l'étude du mouve- 
ment au point de vue géométrique, il importe peu d'avoir l'accélération totale elle- 
mâme ; il suffit d'avoir la composante normale de cette accélération ; dans ce but, 

1 dx 

on remarque que la différent! ation de l'expression - ■ -j: ^^ des expressions ana- 
logues donne deux espèces de termes. Je prends par exemple - ■ -^; en diiîéren- 
tiant, on obtient 

la' dx i d'^x _ 

~^ ■ t77~'~w ' UF' 

or, le premier terme correspond à un vecteur dirigé suivant la tangente et dont, 
par conséquent, la projection sur la normale principale à la trajectoire est nulle ; il 
en résulte que, si l'on veut tout simplement l'accélération normale, il suffit de dif- 
férentier le second membre de (6) et des équations analogues ; on substitue ainsi h 
l'accélération totale un vecteur qui a la même composante normale. Si 7,,, Tï' Ts 
sont les composantes de ce vecteur suivant les axes fixes, on aura 

T. ^ «{R' + Z) + c, (R + ^ _ «Y) + ^^(- X - «Z), 

et des expressions analogues pour v,, et -fs. 
On en conclut 

/ y, = R' + Z, 

(Il fv- R + /t — ^Y, 

et la composante normale de l'accélération sera la même que celle du produit par 
10 du vecteur défini par les équations (7). 

37. Calcul de raccélérallon A» aecoiiiJ ordi-e. — En opérant d'une manière ana- 
logue pour l'accélération du second ordre, on voit que pour avoir la composante de 
cette accélération suivant la binormale à la trajectoire on peut, au vecteur qui la 
représente, substituer celui qu'on obtient en différentiant les expressions analogues à 

c!(R' -h Z) + a, {U -h k — <'.Y} + a^(— X — ^>Z}. 

La difîérentiation do cetfo expression donne, après réduction au moyen des 
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formules (2), 

<x[R"— R — 2/( + ((u + 0,) YJ -F a, [211' 4- k' + (1 -h ,.=)Z — <,/Y -i- (a, — 0)Xj 

-+- :!,! — 0R+ (to — 11)7; + h, —{\ H- (.2)Y — ,^'ZJ. 

Il en résulte que la composante de l'accélération du second ordre suivant la 
binormale est la même que celle du produit par u, du vecteur dont les composantes 
suivant les axes mobiles sont 

/ ]\ ^ R" — n — 2/c + i;<o + o,)Y, 

(8) I l\^ 2R'-+-A'-+{l-ho,=)Z — o,'Y + (,.. — 0)X, 

( ]\ = _f,H + (o. — o;)t -H /(, — (! +w^Y — w'Z. 

Dans ce numéro et dans le précédent on a posé 

li' — ^ R" —^'^ , _ ^ 

~ Ut' ~ 'UF' "' ~''dï' 

58. Condilions nécessaires poui- caructériser un mouvement. — Voici tout de 
suite des conséquences de ces divers résultats : 

Le mouvement d'un corps solide assujetti à cinq conditions dépend de cinq 
fonctions, 6, e^, fi, Aj, li. Les propriélés infinitésimales du premier ordre ne 
dépendent que du rapport 

k — k, 

celles du second ordre ne dépendent que de R, R', A et w; enfin, il est visible sur 
les formules (8) qu'il faut aller jusqu'aux infiniment petits du troisième ordre pour 
définir complètement le mouvement, car, les cinq fonctions n'apparaissent toutes 
que dans l'accélération du second ordre. 

// suit de là que deux mouvements non identiques peuvent se correspondre de façon 
que les infiniment petits d'ordres 1 ei 2 soient identiques; il faut aller jusqu'au troi- 
sième ordre pour caractériser complètement le mouoemenl. 

59. Applications. — Cela posé, faisons quelques applications des formules trou- 
vées. Cherchons d'abord le lieu des points pour lesquels l'accélération normale est 
nulle, c'est-à-dire le lieu des points dont les trajectoires ont un contact du deuxième 
ordre avec leur tangente ; ou encore, le lieu des points d'inflexion des trajectoires. 11 
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suffit, pour obtenir ce lieu, d'exprimer que raccélération lotale est parallèle t 
vitesse, ou, ce qui revient au même, que Ton a 



(9) 



R 



Il en résulte que les points cherchés sont, à chaque inslant, distribués sur une 
cubique ; c'est la cubique d'inflexion. 

Lorsque R = 0, c'est-à-dire quand il y a roulement, et que de plus R' ?i 0, 
la cubique d'inflexion se réduit à la parabole 

Z + R' = 0, 
R + /c — wY \-h<^Z 



— Z Y ■ 

elle se réduit k une droite si l'on it en même temps R = U et R' = 0. 

Cherchons ensuite le lieu des points des trajectoires où la torsion est nulle, 
c'est-à-dire le lieij des points dont les trajectoires sont surosculées par leur plan 
osculateur. Pour ces points la vitesse, l'accélération première et l'accélération 
seconde sont parallèles au même plan ; il en résulte que le lieu de ces points sera 
la surface du troisième ordre représentée par l'équation 

Il - Z V 



60. Remarque I. — La méthode suivie laisse de côté le cas où la surface base 
et la surface roulette sont des cylindres ; mais elle est applicable au cas oii l'une 
d'elles est un plan ; alors, l'autre est une surface développable. 

61. Remarque II. — Il serait aisé avec les formules établies plus haut (n°' 3G 
et S7) d'obtenir les expressions de la courbure et de la torsion des trajectoires des 
divers points du corps. Le calcul ne présente ni difficulté ni intérêt; je me 
bornerai à le faire dans le cas particulier du roulement. Dans ce cas on a R :^ 0, 
et les composantes do la vitesse sont 

0, — mZ, uiY, 

ce qui montre, et ce qui était du reste évident, que la vitesse est perpendiculaire à 
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l'axe AX. En se reportant aux formules (7) on voit que la composante normale de 
l'iiccélération du premier ordre provient uniquement du vecteur 7 dont les com- 
posantes par rapport aux axes mobiles sont 



^, 



/f— «Y, 



- X — <uZ, 



fit qu'il faudra, bien entendu, multiplier par 1» ; ce qui revient à dire qne la com- 
posante normale de l'accélération provient uniquement du vecteur 701. Or, si M 
est le point du corps' que l'on considère {fig. 11), m sa projection sur le plan YAZ, 



X 












M 






/ 
/ 








V 




A 


/ 






/ 




'-, 


V 



la normale principale à la trajectoire du point M est dans le plan XAm; donc, 
pour définir la composante normale de l'accélération, il suffira de projeter 710 sur 
Am ût surAX. Posons alors 



et nous aurons : 

suivant Am, o)[/c cos f — X sin f] — (o^[Y cos ?-f-Z sin f'., 

c'est-Ji-dire 

h>[k cos <? — X sin <p] — 'oh- ; 
et suivant AX, 

mr sin a. 

Si donc on appelle V la vitesse du point M et p le rayon de courbure en M 
de la trajectoire de ce point, on a 

^ ==. o,'[r^ sin^ ? ^■■ {k cos ^ ^X sin ? — <«r)^] ; 
et comme 
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-(io 



- X sin 



Examinons en particulier le cas où le point M est situé dans le plan AXY, ce 
qui revient à supposer que la développable asymptote de la roulette est un cône ; 
on vérifie facilement que la vitesse est parallèle à AZ et que la normale principale 
est parallèle à AY ; on vérifie enfin que l'expression du rayon de courbure est 



de sorte que tous les points situés sur une même parallèle à AX décrivent des tra- 
jectoires qui ont même courbure. 

I II. — Développable ekgendrée par un plax invabiaulement 

LIÉ AU CORPS 

62. Je me bornerai ici à indiquer comment on peut obtenir les coordonnées d'un 
point de l'arête de rebroussement en fonction des invariants des deux surfaces. 
Soit (ro) un plan invariablement lié au corps. Considérons-le à un instant donné 




et soient PQR {fig. 12) sa position par rapport au trîèdre attaché à ta base et P'Q'R' 
[fig. 13) sa position par rapport au trièdre attaché à la roulette, ces deux trièdres 
étant eux-mêmes figurés à part, bien qu'ils soient constamment confondus. 
Menons AH et A'H' perpendiculaires respectivement à PQR et à P'Q'R' et a 
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p la longueur AH — A'H' ; 

a, b, c les cosinus dirc^cleurs de cette perpendiculaire par rapport au trièdre 
mobile. 

Supposons d'abord que la roulette soit immobile et cherchons comment varie f 
quand le trièdre (A'.X'Y'Z') se déplace sur cette surface ; pour cela nous remarque- 
rons que le point H' se déplace toujours dans le plan PQ'R', de sorte qu'il nous 
suffira d'exprimer que la vitesse du point H' est constamment perpendiculaire à la 
direction a, 6, c. Or, les coordonnées du point H' par rapport autrièdre (A'.X'Y'Z') 
sont 

jsa, pfi, fc ; 

donc les composantes de la vitesse de ce point par rapport au même triùdrc ont 
pour expression (n" 1) 



, dn db 

dt ' dt ' " ' 

dû de , ^ , 
dt ^ dt ' 

Si l'on ajoute, après avoir multiplié respectivement par a, h, c. on doit a 
ytc = 0, 



dp 
Ht 
c'est-à-dire 

a, S-'.—. 

formule qui définit la variation de p quand la roulette est immobile. 

Cela posé, remarquons qu'à l'instant considéré le plan (ra), supposé rapporté à 
l'un quelconque des trièdres (A. XYZ) ou (A'.X'Y'Z'), a pour équation 

(2) a\ -t- 6Y -+-CZ ~p = U. 

Désignons par le symbole S toute variation correspondant à un déplacement du 
trièdre (A'.X'Y'Z') et la roulette étant supposée flxe; soit de même S| toute variation 
correspondant à un déplacement du trièdre (A. XYZ) sur la base. Pour amener le 
plan (») d'une position à une autre, on peut concevoir que la roulette restant fixe le 
trièdre attaché à. la roulette passe de la position (A'.X'Y'Z') ou (A, XYZ) à une posi- 
tion 1A;.X;y;z;) ; par rapport Et ce nouveau trièdre, le plan qui n'a 
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de position dans l'espace, occupe une position PÎQ',R|, et sonéquation esl 

(3) (a + 3a]XH-(é+Si)Y+(c-t-5C)2 — (p-^5p} = 0. 

On peut concevoir ensuite que la roulette se déplace de manière que (A.X.YZ) 
vienne en (Ai.XjYjZ,) et par suite aussi (k', .%[Y[Z',) en (Ai.XiYiZi) ; dans ce 
nouveau déplacement, les coefficients ne changent plus et l'on imprime à tous les 
points du plan le mouvement du système, de sorte que les nouvelles coordonnées 

X-i-S,X, Yh-S.Y, Zh-S,Z 

d'un point quelconque du plan devront satisfaire à l'équation ['A), c'est-à-dire que 
l'on devra avoir 

(a H- 8a)[X H- SiX) -r {b, -+- Eè)(Y + S, Y) + ('.■ + Sc)(Z + 8,Z) — !p -+■ o» ^ (). 

La combinaison de cette équation et de l'équation (2) donne, en négligeant les 
iniiniment petits d'ordre supérieur au premier, 



(4) 


XSa+ Y5* + ZSc- 


-èp + a 


s.x+z-s.Y-^ca.z r=o. 


Mais 


na 








/ Sa = ftB(, 




^ S,X= (— A-hY)S(, 




? Si =^_(a + 0,c) 


S', 


) S,Y = {-X-eZ)S(, 




( Se z= fl,6.S(; 




( 3iZ = {_A + fiY)S/. 



En substituant dans l'équation (4) on obtient après réduction, 

(5) — cY+ éZ— «R ^ 0; 

il en résulte que la caractéristique de l'enveloppe est définie par les équations (S) 
et (3). 

Pour définir maintenant l'arête de rebroussement, il suffit de voir ce que 
devient !e plan (5) après un nouveau déplacement. 

En vertu de ce qui précède, il pourra être remplacé par le plan 

— YSc + Z56 — RSfl — cSi Y + èS.Z— arfR = 0, 
ce qui donne finalement 

(6) cX— (.lôY — (a-Muc)Z— aR' — 4(R+/fj=0. 

En résumé, l'arôte de rebroussement est définie par les équations (2), (5) et (6) ; 
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W& SURFACES RÉGLÉES 



un voit en oulrii alofs comment on pourrait ohtenir les autres éléments de la dévfi- 
loppable. 



— Calcul des invariants des surfaces rêgléks 
engendrées par les droites du corps 



(JH . Calcul de l'invariant fl. — Soit D {fig. i'i) une droite invariablement liée au 
corps ftt dont les cosinus par rapport au trièdre mobile sont a, 6, c ; je poserai 

1 a = sin f, 
(1) î é = cos 4- cos ¥, 

f c = sin '^ cos f, 

la signification des angles o et -i- étant définie par la figure ci-dessous. J'appelle (R) 
la surface réglée engendrée par D, 9j, Aj, k^ ses invariants. Je vais d'abord calculer 
(tj, c'est-à-dire déterminer le cône directeur de la surface. Pour cela, je 




par calculer.rarc i de la représentation sphérique de la surface ; on l'obtient évi- 
demment au moyen de la vitesse du point M de coordonnées a, b, c, abstraction 
faite de la translation de l'origine, de sorte que les composantes de cette vitesse 
sont 

on a donc 
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En exprimant d'ailleurs que la direction «,.*, c est (ixe dans lo corps, on a 



dt 



db 



\ dt • ' 
ce qui donne, en remplaçant «, 6, c par leurs valeurs (1), 

Cela posé, je calcule les cosinus directeurs, par rapport aux axes mobiles, de la 
tangente h. la représentation sphérique de la surface ou de son cône directeur, ainsi 
que ceux de la normale au plan tangent à ce cône; j'appelle a„ b,,c, les premiers, 
«3, ég, Ca les autres, ai, è,, c^ sont proportionnel h à 0, — wc, ff) ; de sorte 
qu'on a 

«1 = 0, il = — siit ijj. Ci = cos 'l'. 

et l'on en déduit 

o^ = cos f, 6j = _ sin f cos ^, Cj = — siii <f sin ^. 

Ou obtiendra alors l'invariant 0^ en exprimant que la Vitesse absolue du point 
flj, èj, Cj, abstraction faite de la translation do l'origine, est égale à 

Prenons par exemple la composante do cette vitesse suivant AZ ; elle est égale 

d'une part il 

de. 

dt ^' 

d'autre part à 

d^ 
0, — cos ib, 
^ dt 

car elle est dirigée suivant la tangente a la représentation sphérique ; on doit donc 
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avûif 

di - ^ dt ^ 

On en déduit, tons calcula faits, 

_ 8i„<- + c.m,cosT 

64. Calcul des invariants ft^ et/;^. — On les obtient en divisant par rfn (n" 8) les 
composantes du déplacement du point central suivant la génératrice et suivant la 
normale au plan asymptote. Vérifions d'abord que !e point central est, comme l'on 
sait, le pied de la perpendiculaire commune à la droite D et à Taxe hélicoïdal. 
Soit C (fig. 14) le pied de la perpendiculaire commune sur D et 

m, — )■ sin 4", V cos ^ 

les coordonnées de ce point, i^ £i déjà été défini; quant à m et à j-, ils représentent 
le premier l'élévation du point G par rapport au plan YAZ, et le second la longueur 
de la perpendiculaire commune. La vitesse du point C est la résultante de deux 
vitesses : celle du point sur la droite D et celle du point du corps qui coïncide 
avec le point C. Nous devons vérifier que la vitesse absolue du point C est perpen- 
diculaire à la direction Oj, b^ Ci définie dans le numéro précédent; or, la vitesse du 
point C sur la droite est perpendiculaire à a,, Ôi, e, ; il suffit donc de vérifier que 
la vitesse du point du corps qui coïncide avec le point G est elle-même perpendi- 
culaire à 0|, il, C| ; mais les composantes de cette vitesse sont (n° 53) 

loR, — u) !■ cos i(, — 0) )■ sin il*, 

et si l'on se reporte aux valeurs de di, b^, ci, on a évidemment 

u)((iiR — 6,r cos if — c,f sin 'V)— *^- 

On peut déterminer par cola mfimc la valeur de k^ ; car il suffit pour cela de 
projeter sur a^, ft^, Cj la vitesse du point central et de diviser ensuite par -j ■ On 
obtient ainsi 

(6) ^, -R + rlg?. 

Il reste à calculer Aj. Pour cela, appelons X,y„Z„ un point fixe l^ sur la droite D 
Qt p l'abscisse d'un point I mobile sur la droite, cette abscisse étant comptée sur 
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la droite à partir du point I„. Les coordonnées du point I par rapport, au trièdre 
(A.XYZ) sont 

I X = X. + ap, 

(7) ! ï = ï, + Sp, 

( Z = Z,+cp, 

et la vitesse de ce point est la résultante : 
1° de la vitesse du point 1 sur la droite ; 
2° de la vitesse du point du corps qui coïncide avec le point î. 
Les composantes de la vitesse du point I sont donc 

H-t-a*, 



dl 
Si ce point est le point central, la projection de sa vitesse sur D est 
h^fo cos 9, 
eu vertu de la d61initioii de k^; on a donc, pour déterminer cet invarîanl, l'équation 



(8) /i, u) cos'? = aH-H<o(cY — SZ}- 



Tout revient donc maintenant à calculer la valeiir de p qui correspond au point 
central ; mais le point central étant le pied de la perpendiculaire commune à D et 
à AX, on a 

__ b\\ + cZ(, Y„ cos ^ + Z^ sin •!/ 

'' b' +c^ cos 'i 

ou encore 

p cos ç -(- Yo cos 'I' + Z(, sin 4- = 0. 

dt dt dt 
ait des formules ^2) du ij I, soit des formules (4) du numéro 63, on en tire 

os o -~ = p sin ç cos i^i -I- (Xj -I- 9,Z„) cos ''-j + {k — O.Y,) sin '^ 

+ (Y, sin >}' — Z, cos ^)(a, -H tg tf sin |) . 
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Or, pour le point central, on y. 

el, d'autre part la plus courte distance r est donnée par la formule 

)■ = z„ cos <i' — Yo sin if ; 
il «n résulte 

dp 

ces ç — — m cos 4' + ^ sin i — r ig ç sin '^, 

cl par conséquent, pour définir h.^, l'équation 

1 cos 'î' -+- ft sin ^ r sin a sin •!/ 



(9) AjO> cos ç" = uR sin ^ — wr cos o -f 

Les formules (3), (6} et{9) délinissent complètement Ja surface R. 



I lY. — Mouvement du trièdrb attaché a une subface héglée. 
Détermination de la base et de la roulette 

05. Détermination de la roulette. ■— Proposons-nous, comme application, de 
chercher la base et la roulette dans le mouvement d'un trièdre invariable attaché 
aune surface réglée (R). Soient 0, A, k les invariants de cette surface ; je rappelle 
que si (A.XY2) est le trièdre attaché à la surface, les composantes, par rapport à 
ce trièdre, de la vitesse du point A sont 

k, 0, /:, 

et celles de lo rotation 



il en résulte que les composantes, par rapport au mémo trièdre, do îa vitesse d'un 
point X, Y, Z qui lui est invariablement lié, sont 

A — Y, X-l-OZ, K — (lY. 

L'axe du mouvement hélicoïdal, rapporté au même trièdre, est donc représenté 
parles équations 

X + OZ = 0, 

A- Y _ /.- — OY 

— Il "" 1 ' 
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82, 

c"ftsL-;L-dire par les équations 

(1) 



X ^- (iz ^ 0, 



"^' = -. 



IH 



Ces deux équations définissent, la roulette. 

On voit que l'axe hélicoïdal est toujours paralli'ki an plan ZAX et s'appuie sur 
AY ; donc le mouvement d'un tvièjire invariable attaché à une surface réglée s'obtient 
en faisant rouler et glisser un condidn droit sur une surface réglée. 

Pour définir complètement le conoïde, il suflit de calculer son paramètre de 




distribution A,. Pour cela soit PH l'axe instantané, l la distance AP et = l'angle 
de PH avec AX (fig. 13) ; on a {il" 11, 3") 

dl dl dt 
' rff dt dip 

Pour déterminer ? on remarque que la projection AH' de PH sur le plan ZAX 
est représentée d'une part par 

X — zcotgi? -= a, 

et, d'autre part, par 



X + fiZ ^ ; 



a donc 



et l'on en tire 
(3) 
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c'est-à-difc précisément la torsion de la rcpréscnlafioii spliériqac de (R), 
Les équations (i) donnent d'aillfinrs 

Il -+- Hk ^ 

~ 1 + 0^ ' 
d'où 

dl _ il-^'j'){h';- iik' -H kll') — 20il'(/i + 0^i 
dt ~ [i + 0-)^ 

et, par suite, 

hû/c' k — Wi—li'-k 



(4) k, ■ 



1+f)^ 



66 Détermination de ]abase. ■ — Soient maintenant 0^, k^, k.^ les invariaiilrt de 
ta base et soient par rapport au triédre fixe [O.xy;:) ; 

a, b, c les cosinus directeurs de l'axe hélicoïdal PH ; 

«1, bi, e, les cosinus directeurs de la tangente à la représentation sphériquc du 
cône directeur de la base ; 

«2, 6j, Cj ceux de la normale au plan tangent au même cùne. 

Oïl a 

(5) j /j = ^ cos 9 -H Pi sin <j, 

\ c = -{ cos <f + 7j sin 10, 

el si l'on appelle ^ l'arc dn la représentation spliériquc de la base, on a aussi 

da 

c'est-à-dire 

di' di 
Or, en différeutiant les équations (5), on obtient 

mais dans cette équation, en vertu de l'équation (2), le coefficient de a, est nul ; il 
en résulte que la direction ai, èj, Ci csl. menée dans le plan 2AX et fait avec AX 
l'angie ?+â' de sorte que l'on a 

o, ^ — a sin W+ Œj cos a, 

bi = — p sin <? + pj cos o, 

Oi ^= — Y sin t? -h ■(, cos ?, 
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et l'équation précédente devient 

lia df 

di~ '^' dt' 
En comparant avec 

da _. rfc 
Ift ~ "'di' 
on en conchit 

d<, = d'^; (') 

on conclut aussi, Ae ce que la direction «i, b,, c, est dans le pian ZAX, que l'on a 

«3 = "u l>i = ?", C-i = ■;,. 

L'invariant B^ s'en déduit immédiatement. 
On a en effet 

_ 1 da^ __ i da^ dt 
^ a, (^T fli cff rfd ' 
mais 

da.^ 



Si l'on appelle p et t le rayon de courbure et le rayon de torsion de la repré- 
sentation sphérique de la surface (R), on voit (n" 6) que 

«3 = p. T. 

Calculons maintenant h^ et Aj. Pour cela, appelons a;,, ;/,, ï, les coordonnées 
absolues de P, c'est-à-dire du point central de la base, et x, y, z les coordonnées 
absolues du point A. On a 



,[.(S-()H 



d'oii 

dx, __ dx, di 1 
'd^ ^W 

ce qui montre que les composantes de la vitesse du point P, en supposant que c 
soit la variable indépendante, sont, par rapport au triédre (A.XYZ), 



(1) r.es formules sont d'ailleurs évidentes a prîOTi piu'ce que la hase et la roulelte se vuccordeut. 
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l' et f' désignant les dérivées de i et de o par rapport à (. On vérilie aisément 
que le point P est le point central de la base en vérifiant que la vitesse du point P 
est perpendiculaire à la direction «i, ôj, ci. 

Pour obtenir ftj et k^ il suffit de projeter sur a, />, c et sur a^, è^, Cj le vecteur 
dont les composantes par rapport au trièdre (A.XYZ) sont 

h—l t' !c — ^l 



En projetant sur «;, à^, Cj, c'est-à-dire sur A.Y, on obtient 



ce qui devait être puisque k.^ = lii ; en projetant ensuite sur a, 6, c, dont les 
cosinus directeurs par rapport au trièdre (A.XYZ) sont 







COS a, 




0. 


sincp, 






m obtient de même 


















/ij = 


W'- 


-1)1 


»s= + (i. 


-e^sin 


,]. 




H finalement 




4, : 


= ('<■ 


-«)^ 


^ 






En résumé, on a, 


pour la 


roiileUe, 










fi, = 0. 


Al 


= 0, 




k,^k-^ 


A' +[!/£' 

n' 




0/;) , 


Btpourla base. 




0, = 


= î5 


~<i' "' 












4, = 


= (*- 










' 0' 










*■ = 


= k,. 











67. Cas particuliers. — 1" Pour que /(^ = 0, il fautque l'on ait 

k = 9A, 

c'est-à-dire que la ligne de striction de la surface (R) soit ligne de courbure de cette 
surface ; d'ailleurs hi=:^ h^ = 0; donc quand la ligne de striction de la surface 
décrite par AX est une ligne de courbure de celte surface, on obtient te mouvemanl du 
trièdre attaché à la surface en faisant rouler un conoïdedroit surua lieu de binormales. 
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2» Supposons A + e/: — 0; alors la roulette est un plan, car / = ; donc la 
base est une surface développable. Mais li-\-^k ^ signifie que la ligne de stric- 
tion de (R) est une ligne asymptotiquft de la surface ; on voit donc que dans ce cas 
le mouvement du trièdre s'obtient en faisant rouler un plan sur une surface dévelop- 
pable tout en le faisant glisser . 

On détermine du reste sans difQculté le rayon de courbure p et le rayon de 
torsion T de l'arête de rebroussemeot de la développable : on a en effet 



p =- A, = 



/t(i + 9=)V. 



- ^(1 H 



I \'. — Problème des roulettes 

68. Dans les chapitres précédents on a vu comment, connaissant la base et la 
roulette, on peut déterminer soit la trajectoire d'un point quelconque, soit l'enve- 
loppe d'un plan, soit là surface réglée décrite par une droite du corps. Je me pro- 
pose maintenant de résoudre quelques problèmes inverses, 

69. Froblërae I. — On donne la surface base et la trajectoire d'un point, trouver 
la roulette. 

îl faut d'abord établir la correspondance entre les points de la trajectoire et les 



génératrices de la base. A cet effet, soient {fig. 16) H l'axé hélicoïdal et M le point 
décrivant à un instant donné; H est justement la génératrice de la base qui corres- 
pond au point M de la trajectoire donnée C. Soit Mm la perpendiculaire à H ; la 
vitesse absolue du point M, c'est-à-dire la tangente U latrajectoire, est la résultante 
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d'une translation parallèle à H et d'une rotation autour do H; par conséquent clic 
est perpendiculaire à Mm. 

Ainsi la tangente en un point M de la trajectoire doit être normale à la perpendi- 
culaire menée de ee point sur taxe hélicoïdal, c'est-à dire sur la génératrice de la base 
qui correspond au point M. 

Ceci établit évidemment la correspondance cherchée; on voit en effet que si M 
«si' un point de la trajectoire, pour avoir les génératrices de la base qui correspon- 
dent a, ce point il suffit de mener le plan normal en M à la courbe C et de prendre 
sur la section déterminée dans la base un point m tel que la génératrice de la base 
qui passe par ce point soit normale à Mm. 

Le calcul va nous conduire au même résultat. 

Figurons en effet à part en (A.XYZ) et en (A, .X.Y.Z.) {/ig- i'i et 18] les trîédres 
attachés aux deux surfaces ; soient (0.a;i/î) un trièdre fixe dans l'espace absolu et 
{Oi.x,i/,z^) un trièdre fixe dans le corps. Appelons C la trajectoire, J, t,, C les coor- 




données du point A par rapport au trièdre (O.a^yj) et ^i, ï;i, Ï, celles du point Ai 
par rapport au trièdre (Oi.Xii/iZ,). Soit enfin M' le point du corps qui est en M . 
à l'instant t et X, Y, Z ses coordonnées par rapport au trièdre (A.XYZ). Je détermine 
les neuf cosinus directeurs du trièdre (A.XYZ) rapporté aux axes (O.icj/i) au moyen 
du tableau du numéro 1; les cosinus directeurs du trièdre (A, X,YiZ,) seront déter- 
minés par le même tableau où toutes les lettres sont accentuées. 

Les coordonnées absolues d'un point quelconque delà trajectoire sont des foncr 
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tions du même paramètre Â, de sorte qu'en les appelant x, y, z on peut poser 

Pour (itablir la correspondance cnti'O les points de la courbe et les génératrices de 
la base, il suffit évidemment d'obtenir une relation entre X et i (f sera du reste 
toujours l'arc de la représentation sphérique de la base); car si l'on connaît l en 
fonction de (, comme l'on suppose connus t», p, y, «i, p,, fi, k^, p^, % en fonction 
de (, on aura au moyen de ces quantités et des équations (1) les valeurs de X, Y, Z 
au moyen de (. 

Or, le point M' étant fixe dans le corps, on a (n° 53) 



dt 

Dans ces relations la roulette n'entre que par ft, et Oi; en les éliminant on ii 

(S) Y^'+z':^ + XY-h-tZ-0. 

^ ' dt dt 

Je vais montrer que cette relation exprime précisément que la taiig;ente en M à la 
courbe C est normale à Mw ; en effet, les composantes de la vitesse du point M 
sur la courbe C prises par rapport au trièdre (A , XYZ) attaché à la base sont pro- 
portionnelles (n" 5S) à 



rVX 



d'autre part, la direction Mm est délinie par 
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et si l'on exprime que les deux dirûclions sont rectangulaires, on retrouve bien 
l'équation (3). 



Cela posÈ, 



et l'on en tire 



^ = M^-î)-Hp(y"^)-HT[3-C), 



dX _ 

dt ~ 


( dx „ dv d:\ dl 


dY 

dt ~ 


\''di^''d\^''dl) di 


d'/. _ 


OY-i^LS^a.f!ï-;-,.*\*. 



Je remplace ces diverses quantités par leurs valeurs dans l'oquation (3), ce qui 
donne 

,./ dx „ dii dz\ 1 dx dv dz\ 

Y et Y. étant définies par (4), — Dans le calcul on supprime la solution évidente 
■j- — 0, qui correspond au cas où le point M seraitflxesur C, car alors sa vitesse 
serait nulle et par suite pei'pendieulaire à n'importe quelle direction. 

L'équation (6) définit X en fonction de ( et alors dans les équations (4) on peut 
supposer que tout est exprimé aussi en fonction de t. 

Le problème se trouve ainsi ramené au suivant : 

Trouver une surface réglée, la roitleile, telle qu'un point invariablement lié à cette 
surface ait des coordonnées données à t'avance par rapport au trièdre qui lui est- attaché 
et connaissant le paramètre de distribution de cette surface. 

Les équations {2; résolvent immédiatement le problème, car la première fait 
connaître h,, et l'une quelconque des deux autres, 0|. On commencera alors par 
déterminer au moyen de 6i le cône directeur de la roulette, ce qui nécessitera 
l'intégration d'une équation de Riccati(n° 7). Il semble d'ailleurs impossible d'éviter 
cette intégration, mais il est digne de remarque que le cône directeur une fois déter- 
miné, la roulette se détermine sans quadratures. 

En. effet, on peut toujours supposer que le point M' soit confondu avec le 
point Oi, de sorte que l'on connatt les coordonnées du point 0, par rapport au 
trièdre (A, .XjYiZi); d'autre part, puisque le cône directeur de la roulette est sup- 
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posé déterminé, on connaît a', p', y'; ^i, ^î, yJ,; «a, Pj, ï'^; ce qui revientàdire que 
l'on connaît Ji, tji, Ci et les cosinus directeurs de AiXi par rapport au trièdre 
(0i.3:,i/ia,), et alors la roulette se trouve définie. D'ailleurs on a 

-C, -T-X + Y/Y + ï^Z. 

Je donne h la fin de ce travail une application de ce problème à un exemple 
particulier. 

70. Cas parUç,ulief6. — Je suppose que C soit une droite, mais sans spécifier la 
position de cette droite dans l'espace. Dans ce cas, X, Y, Z doivent vérifier les 
équations (2) et les équations do la cubique d'inflexion (n° 59} représentée par les 
équations 

R'h-Z R — <oY4-/: wZ + X 

''^ -iî- = ~Z = "Y- 

et ou II = -— — - - 

Lorsque R n'est pas nul, on voit facilement que ces deux systèmes d'équations 
ne peuvent avoir plus de deux solutions communes ; car si trois droites sont don- 
nées d'une manière quelconque dans l'espace, il n'est pas possible d'assujettir trois 
points d'un corps solide à les décrire. 

Supposons R ^ 0, c'est-à-dire, examinons le cas du roulement ; dans ce cas 
la cubique d'inflexion se réduit à 

Z = ,, ï = ^, 

qui doivent vérifier les éqaations (2). En remplaçant dans la troisième on voit" 
d'abord qu'il faut que l'on ait 



6 = 0. 

Ainsi, Id base doit être une surface à plan directeur, résultat évident a prïorj,;carl.;t 
vitesse reste toujours perpendiculaireiil'axe hélicoïdal, et comme la trajectoire est 
une droite, la vitesse est dirigée suivant cette droite ; donc l'axe hélicoïdal est per- 
pendiculaire à une direction fixe, et il décrit une surface à plan directeur. 
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En reraplaçanl maintenant dans les deux, premières, on doit avoir 



(8) ' ^"' 



On a ainsi la relation à laquelle doit satisfaire la roulette pour qu'un point du 
corps puisse décrire une droite dans le cas où il y a roulement. Si d'ailleurs cette 
condition est remplie, il n'y a qu'un seul point décrivant une droite, comme on le 
voit en remontant la suite des calculs. 

L'équation (8) permet de déterminer tous les mouvements de roulement dans lesquels 
un point décrit une droite; il suffît pour cela de choisir la roulette de manière à 
vérifier l'équation (8), la base étant bien entendu à plan directeur. 

On peut, par exemple, se donner arbitrairement le cône- directeur de la rou- 
lette ; alors l'équation (8) fait connaître Ai puisque k est donné avec la base ; la 
roulette s'obtient ensuite par des quadratures. 

Si, au lieu du cône directeur, on se donnait lu, il faudrait d'abord intégrer 
l'équation (8), puis une équation de Riccati et enfin effectuer les mêmes quadratures 
pour achever de déterminer la roulette. On voit qu'il y a toujours avantage à se 
donner le cône directeur. 

71. Problème II. — On donne le cône directeur de la surfaee base et ton propose 
de déterminer cette surface ainsi que (a roulette, connaissant les trajectoires de deux 
points du corps. 

Soient G et C, {flg, 19) les deux trajectoires connues rapportées au trièdre fixe 
{O.xyz) et soit (O.XT'Z') le trièdre de sommet parallèle au trièdre (A.XYZ) 
attaché à la base. Le cône directeur de cette surface étant connu, on connaît en 
fonctionde / le mouvement du trièdre (O.X'Y'Z'). Soient alors 





( 


x = m. 


(1) 


{ 


z = 4(1) 


loB équations de C pii 


V rapport aux 

( 


axes fixes et soieàt de môme 


(2) 


1 

i 


!/. = ÇP.), 



[ !. = «»,) 

cellesdfi Ci. Si M el Mi sont lespositionsdespoinlsdécrivant it un instant donné, 
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an écrivant que MMi =: const., -on aura une relation entre X et À,; do sorte que 
l'on pourra supposer xi, y, et a, exprimés, comme x, y et s, en fonction de î.. 




\ 


/ 


."^c 

-n 


^^ 


/ 





.\ 


X 



Appelons : 



' les projecUons du segment MMi sur les axes fixes; on a 



et ces projections sont ainsi exprimées en fonction de X; par suite si X', Y', Z' 
sont les projections du même segment sur les arêtes du trièdre (O.XT'Z'), ces 
quaiitUés seront aussi des fonctions de ), définies par les équations 



\ Z' = a^x' + Pj^ + Yjî'. 

On peut supposer que (O.X'Y'Z') soit un trièdre parallèle à celui qui est attaché 
à la roulette, et alors, on peut regarder X', Y', Z' comme les coordonnées d'un 
point fixe dans le corps; en exprimant cette condition, on voit que X', Y', Z' 
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doivent satisfaire aux équations 



- =. _0,Z' — X', 

- = O.Y'. 



Ces équations doivent se réduire à deux, oai' la longueur MMi étant conslante, 
on doit avoir 



(6) 



dl dt ' dt ' 



or, si l'on ajoute les équations (S) après les avoir multipliées respectivement par 
X', T, Z', on trouve bien l'équation (6). 

Cela posé, si dans la première des équations (3) on remplace X' et T par leurs 
valeurs tirées de (4), on a Téquation 

dx'. , dif dt' 

■qui définit X en fonction de (, c'ost-îi-dire, qui établit la correspondance entre les 
points décrivants et l'axe hélicoïdal. 

On aurait pu écrire cette équation a priori ; car si sur la parallèle à MMi menée 
par on porte On — MMi, le mouvement de Of:i est une rotation autour de OX' ; 
et comme MMi — const., la vitesse du point n est perpendiculaire à OX' ; c'est 
précisément ce qu'exprime l'équation (7). D'après cela, on comprend la présence 
de la solution — = qu'on trouve dans le courant du calcul et qui a été sup- 
primée. 

L'équation (7) définissant X en fonction de t, en revenant aux équations (4) on 
voit que X', Y', Z' seront aussi connues en fonction de la même variable ; en 
remplaçant ensuite dans l'une quelconque des deux dernières équations {S) on en 
déduit l'expression de 61 en fonction de t. Je vais montrer que le problème proposé 
se trouve alors ramené aux quadratures. 

72. Détermination du cône directeuv de la roulette- — Pour cela je remarque 
d'abord que 81 étant connu en fonction de (, si l'on appelle a', p', y ; ai, P',, y) ; 
"2, Pa. Ts l6S cosinus directeurs du friôdre attaché à la roulette et rapporté aux 
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axes (Oi.a']j/iîi), lixcs dartH le corpH, on a 



cL la détcrminaLion du cône directeur est ramenée à rintégralion de ce système 
d'équatiûus ; mais cette intégration se ramone clle-m(''me, comme on sait, à celle de 
l'i^quation 



(9) 



(0, 



dt ' 



(-"■)^ 



Or, le système (8) est identique au système (o) ; par conséquent on connaît une 
solution de ce système (8) et par suite aussi une solution de l'équation (9) fournie 
par les valeurs de X', Y', Z' données par les formules (4). On achèvera donc l'inté- 
gration par des quadratures. 



73. Détermination de la base. — La détermination de la base revient au calcul 
des coordonnées i,ri, X, du point Â par rapport au trièdre {0.a;yz). Pour cela on 
calcule d'abord les coordonnées X, Y, Z du point M par rapport au trièdre (A.XYZ). 
A cet effet, on remarque que l'on connaît ar, »/, % en fonction de ( et par suite la vi- 
tesse, du point M. Soient "Vr, Ya les composantes de cette vitesse suivant les arêtes 
AY et AZ du trièdre (A.XYZ) ; on a vu que 

Vï = — wZ, 



Vx^ 



wY, 



d'où l'on tire YetZ, D'autre part, on a aussi 



qui donne ensuite la valeur de X. Cela fait, on aura S, i^ et ï au moyen des formules 



j:==.-£ + «X-.haiY + ;£.Z, 
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74. Détermination de la roulette- — La détermination de la roulette s'achève 
aussi sans difficulté. On connaît en effet les neuf cosinus des arêtes du trièdre 
attaché h cette surface puisqu'on a déterminé son cône directeur ; d'autre part, on, 
connaît, d'après ce qui précède (n° 73) X, Y, Z en fonction de (, de sorte que si' 
l'on appelle îj, t],, ï, les coordonnées du point central de la roulette rapportées au. 
trièdre {Oi.a:,y,Zi), et si l'on suppose que le point M du corps soit coiifoïidu avec 
l'origine 0|, on a 

;, +a'X + a;YH--7;Z -^ 0, 

C^ + v'S-I-t'.Y + ÏîZ^Û, 
qui achèvent de définir la roulette. 

73. Remai-que I. — On voit qu'une fois le cône directeur de la roulette déter- 
miné, le problème s'achève sans quadratures. Il est facile de s'en rendre compte ; 
en effet, connaissant la vitesse d'un point du corps et les composantes de la rota- 
tion, on peut déterminer AX, c'est-à-dire l'axe hélicoïdal; or, cette droite décrit 
une surface réglée dont le point central s'obtient par de simples différentiations. 

76. Remarque II. ~ On peut voir autrement que la solution du problème se 
ramène aux quadratures. Soit en effet {O.xyz} (fig. 20) le trièdre fixe, et Oij; la droite 




égale et parallèle à MMi menée par le point 0. te point i^ décrit une courbe sphé- 
rique connue (i,) puisque l'on connaît les coordonnées absolues de ce point (n" 71). 
Soit [i) la trace du cône directeur de la hase sur la même sphère ; si l'on imagine 
le trièdre de sommet parallèle à celui qui est attaché à la roulette, on voit que la 
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délermination du cûne directeur de cette surface est ramenée au problème sui- 
vant': Dans le mouvement d'un solide autour d'un point fixe, on connaît le cône base 
par sa représentation spkérique (u), la ti-ajectoire (œi) d'un point de la même sphère, 
trouver le cane roulette. Le problème se ramène ainsi à résoudre sur la sphère un 
problème analogue au suivant dans le plan : Connaissant la base et la trajectoire 
d'un point, trouve)' la roulette. 

Soit alors (a) la base sur la sphère de rayon 0;^, (di) la trajectoire et soit à un 
instant donné jx la position du point décrivant ; le grand cercle normal à (ii) au 
point ji doit passer par le centre instantané de rotation sur la sphère, ce qui dé- 
finit la correspondance entre lés points de la trajectoire et ceux de la base. Soit I 
le point de la base qui correspond au point ji, V l'angle sous lequel le grand 
cercle normal id à. (oi) rencontre la base ; la correspondance dormera une relation 
entre Tare |il et l'angle V, c'est-à-dire, si l'on veut, l'équation polaire de la roulette 




en prenant comme pôle le point décrivant. Supposons par exemple 0|j. — 1 et 
soit jil = — — - 9 ; on pourra supposer que la relation précédente qui déliait la 
roulette soit de la forme 

tg ^ - /(?)■ 

Imaginons la roulette rapportée à trois axes rectangulaires (O.XayîZ^) dont l'un 
passe parle point ii.(fy.^l) et soient ? et 4- les angles polaires du point I ;lea coor- 
données de ce point sont 

cos "? cos 4'- cos o sin i, sin o, 

et par suilc les composantes de la vitesse du point I sur la roulette ont pour ex- 
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pressions respectives 

, (^? . , d<\> 

— sm o cos v -; ^ sin 't' cos ° --r- 1 

dt (Il 

. , d'~ , d-l- 

— siri ? siii i!- -;- + cos 9 cos Jj -r- - 

dt dt 

ses composantes suivant les tangentes eu 1 au méridien el au paralItHe ilo ce point 
sont iJonc 

-y- el cos f -T- ' 

dt dt 

on en déduit 



La comparaison avec la première expression de tgV nous donne finalement 

J cos ? 
ol montre bien que ie problème se ramène aux quadratures. 

77. Remarque III. — Le problème II est véritablement l'analogue du ])rolilème 
suivant de géométrie plane : 

Connaissant la base et la trajectoire d'un point, trouver la roulette ; car on connaît 
en réalité deux trajectoires : la trajectoire donnée et le point à l'infini sur la perpen- 
diculaire au plan de la base. C'est ce qui explique pourquoi le problème se ramène 
aux quadratures. 

78. .Problème lii. — Connaissant la base et la surface engendrée par une droite, 
trouver la roulette. 

Soit {S) la surface réglée donnée et soit G la position de la génératrice de la sur- 
l'ace il un instant donné [fig. 22). Il faut d'abord établir' la correspondance entre la 
droite G et les génératrices de la surface base. Or, si H est l'axe hélicoïdal au même 
instant/nous avons vu que le point central sur GeSt le pied de la perpendiculaire 
RC à H et ïi G ; d'autre part, la vitesse du point G qui est la résultante de trois 
vitesses perpendiculaires à, RC est elle-même perpendiculaire à RC ; donc RC 
doit être normale en G à la surface donnée (S). // suit de là que le problème proposé 
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n'est possible que si les normales à la surface donnée le long de lu ligue de slrklion 
rencontrent à angle droit les génératrices de la base. 

Si cette condition est remplie, on établit ainsi une relation entre les généra- 




trices de (S) et ceîlcs de la base ; de sorte que l'on peut supposer G dclinic en 
fonction de t. Soient aloi-s a, b, c les cosinus directeurs de G par rapport aux triè- 
dres (A.XTZ) ou (A'.X'Y'Z') attachés soit à la base, soit à la roulette ; ils vérifient 
les relations 

■la , 



dj_ 
dl 



el, comme rt, 6, c sont coTmus en fonction do t, ces relations donnent ' 
d'ailleurs avoir piir suite de la condition de possibilité du problème 



dl 



dt 



Hoô = 0. 



i)i étant connu, on achève la détermination du cône directeur comme dans le 
problème II ; car, on a encore ici une solution particulière du système k intégrer 
et qui est fournie par les valeurs de a, b, c. 

Le problème s'achève ensuite sans quadratures. En effet, on connaît les mo- 
ments de G par rapport au trièdre (A . XYZ) ; ou, ce qui revient au même, par rap- 
port autrièdre (A'.X'Y'Z') ; d'autre part, on connaît maintenant la direction de AX, 
ce qui permet de déterminer l'axe A'X' par rapport à un trièdre fixe dans le corps 
et dont une arête serait par exemple la droite du corps qui décrit la surface. 
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(ÏUDE DES SURFACES IIKGLÉES t)9 



I VI.— Exemple de détermination de roulette 

CONNAISSANT LA RASE ET LA TRAJECTOIRE d'uN POINT 

79. Soil {O.xyz) (/ig. '■2ii)\c Ir'U-dre fixe. Je suppuso la IraJocLoiro cU'ilinic parles 
équations 

y=^\l+j tg ..(e'!"^"«"-i-e->»'")])-sm ^^ [e^'"^"- - e^""-] '- sin ro cos i, 

dans lesquelles w et ;■ sont cle« constantes ei ^ une variable arbitraire. 




ces lîquations se mettent sous la forme plus simple 

c = f 1 + - tg eu j f cos 4" — -■ »■ sin 01 sin i, 



w 



y = 1 1 + - tg [il M' sin 'f' H 
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Je prends comme surface de base un hyperboloïde de révoluLioii autour de Oz, 
dont le cercle de gorge situé dans le plan des xy a pour rayon r et dont les généra- 
trices font l'angle w avec le plan des xy. Le cercle de gorge étant la ligne de stric- 
tion de la base, le trièdre attaché à cette surface sera formé par la génératrice AX, 
par la normale AOY et par la perpendiculaire AZ au plan des deux premières. 
Les neuf cosinus directeurs des arêtes de ce trièdre sont définis par les équations 

[a — ~cos oj sin v, ( "i — — f^*** w, f ^^ = sin oi sin f, 

(2) ^ p = cos (0 cos (ç, (3) i ^1 ~ ~ S'il 9> W \ ?i = ^ sin co oos tf, 

[ Y = sin oj ; \ Yi = ; \ -{^ — cos «> ; 

et si l'on appelle t l'arc de représentation sphériquc de riiyperholoidc, /; le |);ira- 
mètre de distribution de cette surface, on a 

dl = cos m rfm, k — — rtgvi 

Enfin les coordonnées absolues du point A sont 

/ X, = j- cos o, 

(5) i y, =^ r sin te, 

Cela posé, il faut d'abord établir la correspondance entni les points de la trajec- 
toire et les génératrices de Thyperboloïde, c'est-à-dire trouver la relation entre 
o et ^. Pour cela, je calcule les coordonnées X, Y, Z d'un point de la trajectoire 
rapporté au trièdre mobile (A.XYZ; ; elles sont données par les équations 

(6) \ Y = ^,(:c-^0+Pify-!/>) + T,.-, 
( Z^.^,{^~^,}-\-?,(,j^y,)^^r^z. 

où X, y, z, X,, yi, Zi sont définis par les équations (!) et (S). Fin faisant la 
substitution, on trouve 

- z:^ coso>sin(^ — oj+^sinuisint^ — *?)"+" 7 ^^'^"' cos m cos (41 — a) -h sin^wtgw , 

-^ l — cosOI- — ^)— ^tgwcos(d — ç)-H|Sin(osin(i— -?), 

^ = _ sin =0 sin (^ _ -f) - ^ ig oi sin ^ sin (i _ o) + ^ |^l _ cos ('i -?) | sin^ 0, : 
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oL, ciii>orfaiit cos v;i.lcurs dans l'êquaLioii 



qui délinitlit curresfiondanco, on obtieni, parmi les sululioiis de cette équation, 1. 
solution 



Les valeurs de X, Y, 7. expriméfts alors en lonct.iou de t deviennent 



P) 



-ï(--) 



Z = 0, 



et, eti porlanl (huis la rotation 

? = «-*, 

dt ' 

on obtient ici 

k ie- 

La détermination des neuf cosinus du trièdrc attaché à la roulette revient inaii 
tenant k l'intégration de l'équation de Riccati : 



(9) 



(—)(§-") -^<'-^ 



OÙ X' n'a pas, bien entendu, la même signilication que dans les formules (1). 

La forme de cette équation conduit à chercher une solution particulière de la . 
l'orme 

où A et B désignent des constantes à déterminer ; en exprimant que cette valeur 
de X satisfait à l'équation (9), on obtient les trois équations suivantes pour déter- 
miner A et B ; 

B{i~-i) = — 2^B^ 

A(i-l-l)-HB(i — 1) ^ 2iU — 2AB). 
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Cos équations sont vériOées siiualtaiiémeiif pour 



on en coiiclul que 

est une solution particulière de l'équalion (9). 
Pour tronver la solution générale, on pose 

1 

X = x„ ~h Y ', 

À est alors déterminé par l'équation 

M) * = ^^ a-^.'-^^H, 

' dt e'-h e-' e' + c"' 

doni l'intégralo g-énéralo csl 

_ e'^e---^i{e'-e-'i-\-{li^ih,)e 



Dans tout ce qui suit je poserai 



Je désignerai enlin par œt l'expression coiyuguée de x. 
[}<•■ Cfttie façon la solution générale de l'équation (9) sera 



mais on sait que si " est une solution de cette équation et si <^- est Timagiiiaire 

1 
conjuguée de <j, , est solution de la môme équation; par conséquent 



sera aussi solution de l'équation (9). 



"^Q 
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Cela posé, si l'on appelle maintenanL a', p', 7'; a,', ^\, -/',', «â, ?i, Ts les'neuf 
cosinus du trièdre attaché à la roulette et rapporté k un Iriêdre fixe dans le corps, 
chacun des Irois groupes de cosinus est déterminé par les formules 

j a= -^^, pour y.\ ^', y'; 

x — y 

) . i -i- XV , ^, , 

pour i|. P[, Ylt 

pour m' Qi, -'L 

Les constantes ft et fti qui entrent dans a? et y varient d'ailleurs en passani 
d'un groupé de solutions à l'autre; nous les déterminerons en supposant que pour 
; = on ait : 

a ^ 0, ï, --= '1 , 5^ ^ I), 

(T) 3-0, 3,^0, 3^^— 1, 

T = -i; ï. = 0; T. = 0. 

En romplaç.anl x et y par leurs valeurs, on a enlin 



PQ ( 1 -I- a:„a-,) + m^(h= + P^„ + Qari) 

^ PQ(3rna^i — 1) + M^(w^ + Pxa+ Qxi) 

Voici alors rapidement le calcul des neuf cosinus. 

1° Détermination de h', a',, «î. — Pour ï ^ 0, en vertu du tableau (T) un doit 



2(m sm.t-\-v coii 
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2" Détermination de ^', [-,;, %. — Kii vertu du tableau (T) ou doit avoir maiiilii- 
nantpour (^0. 

ar =■ U; 
il eu riîsnlte 

/, := 2, A, = 0, 



■4 siu t-\-uv cos t 



2(« sin ( — M cos 

'A" Détermination de y', ■;[, ^â. — Dans ce cas enfin on doit avoir 
a; — — 1 ; 



En résumé, si Ton remplace w et v par leurs valeurs (12), on a le tableau ï 
vaut pour les neuf cosinus : 

(e' — e~') cos t 



B>__ [e'—e-')smt 



, _ 4 cos f — (e^' — e -') sin ( 
_ /.sin t-^{e^' — e-^')cosi 
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; , _±[[e'-he-'} sin t-t-{e' — e-'] coi^ t\ 



80. Détermination de la sui'Iace l'oulelte. — La détermination de lu surface 
roulette s'achève sans difficulté. En effet, les coordonnées du point centrai rap- 
porté à des axes qui passent par le point décrivant sont 

;= ^ï'X — a/Y — ïj'Z, 

dans lesquelles les neuf cosinus ont les valeurs trouvées plus haut et X, Y, Z 
sont délinies par les équations [7). On en conclut les expressions des coordonnées 
d'un point de la surface : 

x' = i + 7!p etc. 

i^es valeurs des invariants de cette surface sont eniin 



Kemarqiie. — La développable asymptote est un Cone puisque 7. = 0. 

Vu et approuvé : 
Paris, le 22 juin 1892. 
Le Doyen, 
Vu p.t permis d'imprimev : '-!■ flARBOUX, 

Paris, le 23 juin 1892. 
Lh Vice-Recteuii dk l'Académu^ de Pahis, 
GREâHI). 
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SECONDE THÈSE 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ 



Exposé des principaux résultats acquis à la Science en ce qui 
concerne l'intégration des équations aux dérivées partielles du second 
ordre à deux variables indépendantes. 

Vu et approuvé : 
Paris, le 22 juin 1892. 
Le Doyen de la Faculté des ScrE^ciES, 
G. IIARBOUX. 
Vu et permis d'imprimer : 
Paris, le 23 juin 1S92. 
Le VinE-liKCTiaii de l'Académie de Paris, 
GliÉARD. 
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ERRATA 

Page 3, 4" ligne en remonlaiit, au lieu de choisie, lire : ciwisi. 

Page 7, l'riibli''inp II, au Hou lie trajectoires des deux, lire : trajectoires de deux. 

Page 21, au lieu do 

Y où 



diu d-où 

dt f a-i = 7-- 

l dl 

Page 23, 12' ligne en remonlanl, au lion do longueur conslanto Al, lire : lon- 
gueur constante A,I. 

Page 26, 1-1° ligne en descendant, au lieu do si l'on projette sur ,\X, lire : si l'on 
projette sur Ox. 

Page 31, 6° ligne eu remontant, au lieu de 's, = ii, lire : ï, — 0, 

Page 36, 1''" ligne, au lieu de sont 0, — /c, p, lire : sont proportionnels à 
0, —k, p. 

Page 37, niodilier ainsi qu'il suit la dernière égalité (3) 

Page 38, 3' ligne en remontant, au lieu de u = dp, lire ; V = flp. 
Page 41, 2" ligne en descendant, au lieu de p, et t, lire : pi et t,. 
Page 42, 3*^ ligne en descendant, au lieu de puisque, lire : puis que. 

Page 57, au lieu de S-S„ ^-C'|î + a ^^'^^^\ lire: _C'|! + a^^^/ËTPRl. 

Page sy, 6' ligne en descendant, au lieu de courbure géodésique, lire : torsion 
géodésique. 

Page 61, 8° ligne en remontant, au lieu de : Pour que le point 1 décrive une 
ligne de courbure, il faut et il suffit que sa vitesse soit dirigée, lire : Pour que le 
point M décrivis une ligne de courbure, il faut el il suffit que ia vitesse du point I 
soit dirigée. 

Page 72, remplacer le dernier rapport (9) par ~ et roetiiier en consé- 
quence les égalités suivantes. 

Page 80, la lettre H remplace wR. 

Page 81, 5° ligne en remontant, a;i lieu do K — UY, lire : k — OY. 

Page 94, écrire comme il suit l'égalité (9) 

du , îOi,, 

Page 94, dernière égalité, mettre ï à la place de t 

Page 102, dans la valeur de X, au lieu de (li'hilt,)e", lire ; {h-\-ih,)e~". 
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